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Topolo²ki sistemi izven ravnovesja: po£asne deformacije v modelu
Su-Schrieffer-Heeger
Povzetek
V tem delu obravnavamo topolo²ke sisteme izven ravnovesja, pri £emer neravnove-
sno stanje doseºemo s preklopom parametrov hamiltonjana med topolo²ko razli£nimi
reºimi. Preu£ujemo odziv sistema, ki je na za£etku v osnovnem stanju enodimen-
zionalnega modela Su-Schrieffer-Heeger (SSH), na po£asne deformacije. Topolo²ka
invarianta, ki razlikuje med trivialnim in topolo²kim izolatorjem, je ovojno ²tevilo:
v trivialni fazi je enako ni£, v topolo²ki pa ena. tevilo robnih stanj je v osnovnem
stanju enako ovojnemu ²tevilu, in sicer v trivialni fazi ni robnih stanj, v topolo²ki fazi
pa je na vsakem koncu verige eno robno stanje. Zanimamo se za obna²anje topolo²ke
invariante in dinamiko robnih stanj. Tako trenutne preklope kot tudi po£asne de-
formacije parametrov med topolo²ko razli£nimi reºimi so v literaturi obravnavali na
primeru Chernovih izolatorjev. Ugotovili so, da se (specifi£na) Hallova prevodnost
spremeni, kljub temu da se topolo²ka invarianta ohranja. Osrednji rezultat tega
dela je, da se v modelu SSH pri deformaciji med topolo²ko razli£nimi reºimi ovojno
²tevilo ne ohranja. To pojasnimo s precesijo psevdospinov v psevdo-magnetnem
polju. Robna stanja so po koncu deformacije iz trivialnega v topolo²ki reºim zase-
dena, stanje propagiranega sistema pa je tem bolj podobno osnovnemu stanju, £im
po£asnej²a je deformacija. Glede na hitrost deformacije lo£imo dva reºima: £e je
(pri izbrani velikosti sistema) deformacija dovolj po£asna, sistem ostane v osnov-
nem stanju trenutnega hamiltonjana, v nasprotnem primeru pa pride do prehodov
v nezasedena enodel£na stanja. Karakteristi£ni £as skalira s kvadratom velikosti
sistema. Opazujemo tudi £asovno odvisnost naslednjih koli£in: energije, prekrivanja
stanja propagiranega sistema z osnovnim stanjem, matri£nih elementov reducirane
gostotne matrike v podprostoru dvodel£nih robnih stanj in sledi njenega kvadrata.
Tudi karakteristi£no trajanje deformacije, ocenjeno iz kon£ne sledi, skalira s kvadra-
tom velikosti sistema. V sistemu brez robov s periodi£nimi robnimi pogoji problem
prevedemo na prehod Landaua in Zenerja v dvonivojskem sistemu. V omejenem
sistemu je problem analogen prehodu Landaua in Zenerja za primer kriºanja ve£ di-
abatskih nivojev, ki ga z zmanj²anjem Hilbertovega prostora poenostavimo v prehod
Landaua in Zenerja med dvema stanjema. Ta napove skaliranje karakteristi£nega
£asa s kvadratom velikosti sistema, kar se sklada z numeri£nimi rezultati.
Klju£ne besede: topolo²ki izolatorji, model Su-Schrieffer-Heeger, ovojno ²tevilo,
robna stanja, preklop parametrov hamiltonjana
PACS: 03.65.Vf, 73.20.-r, 73.43.-f
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Topological systems out of equilibrium: Slow quenches in the
Su-Schrieffer-Heeger model
Abstract
In this Thesis we focus on topological systems out of equilibrium, where the none-
quilibrium state is established by quenching parameters of the Hamiltonian between
phases with different topological invariants. We study how the system, which is ini-
tially in the ground state of the one-dimensional Su-Schrieffer-Heeger (SSH) model,
responds to slow quenches. The topological invariant that distinguishes between the
trivial and the topological insulator is the winding number: it is zero in the trivial
phase and one in the topological phase. In the ground state, the number of edge sta-
tes equals the winding number, namely there are no edge states in the trivial phase
and there is one edge state at each end of the chain in the topological phase. We
are interested in the evolution of the topological invariant and the dynamics of the
edge states. In the literature, both sudden and slow quenches between topologically
nonequivalent regimes have been studied in Chern insulators. The Hall conducti-
vity was found to change although the Chern number stayed the same. The central
finding of this Thesis is that in the SSH model the winding number is not preserved
if the parameters are quenched between topologically nonequivalent regimes. We
explain this in terms of pseudospins precessing in pseudo-magnetic field. The edge
states are occupied after a quench from the trivial to the topological regime, and the
slower the quench, the closer the state of the propagated system is to the ground
state. Depending on how fast the quench is performed we distinguish two regimes:
if (with respect to the chosen system size) the quench is slow enough, the system
stays in the ground state of the instantaneous Hamiltonian, otherwise transitions
into unoccupied one-particle states occur. The characteristic time scales with the sy-
stem size squared. We also consider the time dependence of the following quantities:
energy, overlap of the state of the propagated system with the ground state, matrix
elements of the reduced density matrix in the subspace spanned by the two-particle
edge states and the trace of its square. The characteristic time estimated from the
final trace also scales with the system size squared. In the bulk, the problem is
equal to the Landau-Zener transition in a two-level system. In a bounded system
the problem is analogous to the multi-state Landau-Zener transition, which by re-
ducing the Hilbert space translates into the Landau-Zener transition between two
states. The latter predicts scaling of the characteristic time that matches numerical
results.
Keywords: topological insulators, Su-Schrieffer-Heeger model, winding number,
edge states, quantum quench




Za razliko od kovin, ki elektri£ni naboj prevajajo tem bolje, £im niºja je tempera-
tura, je za obi£ajne izolatorje prevajanje mogo£e le pri kon£ni temperaturi. Izolatorje
lahko razvrstimo na ve£ razli£nih na£inov, najosnovnej²i med njimi pa je razpore-
ditev glede na izvor privla£ne interakcije med gradniki. Najenostavnej²i izolatorji
so atomski in molekulski ter ionski kristali, v katerih imajo gradniki popolnoma
zasedene elektronske lupine: zasedene orbitale se med sosednjimi gradniki zato ne
prekrivajo in elektronska stanja so lokalizirana. V atomskih in molekulskih kristalih
privla£no interakcijo med gradniki posreduje van der Waalsova, v ionskih pa elektro-
statska sila. e se zunanje orbitale sosednjih atomov prekrivajo  tvorijo kovalentne
vezi , atomske orbitale niso ve£ lastna stanja hamiltonjana. Periodi£en potencial
vodi v nastanek elektronskih pasov: za razliko od kovin, ki imajo vsaj en delno
zaseden pas (slika 1a), je v izolatorjih valen£ni pas popolnoma zaseden in prevodni
popolnoma prazen, vmes pa je energijska reºa (slika 1b). Iz ²irine energijske reºe
izhaja nekoliko bolj tehnolo²ka razvrstitev izolatorjev: £e je energijska reºa do-
volj majhna, da je pri sobni temperaturi v prevodnem pasu znatno ²tevilo termi£no
vzbujenih elektronov, je kovalentni kristal polprevodnik.
Predmet tega dela pa je topolo²ka razvrstitev izolatorjev. eprav je energijska
reºa v atomskih kristalih (npr. 14,3 eV za argon v trdnem stanju [1]) veliko ve£ja od
tiste v polprevodnikih (npr. 0,67 eV v germaniju ali 1,14 eV v siliciju), sta polprevo-
dni²ko in izolatorsko stanje topolo²ko ekvivalentni. Vsi obi£ajni izolatorji so topo-
lo²ko ekvivalentni; ²e ve£, obi£ajni izolator je topolo²ko ekvivalenten vakuumu [2].
Vendar pa niso vsa elektronska stanja z energijsko reºo med popolnoma zase-
denim valen£nim in popolnoma praznim prevodnim pasom obi£ajni izolatorji. Za
topolo²ke izolatorje je zna£ilno, da se na robu (v dveh dimenzijah) oz. povr²ini (v
treh dimenzijah) snovi, ki se v notranjosti obna²a kot obi£ajen izolator, pojavijo
prevodna stanja z energijo v energijski reºi (slika 1c); ta so za razliko od obi£aj-
nih robnih oz. povr²inskih stanj topolo²ko za²£itena, kar pomeni, da jih ne£isto£e
ne morejo lokalizirati. Topolo²ki izolatorji so zato tudi tehnolo²ko zanimivi: veliko
obetajo predvsem v povezavi z realizacijo kvantnega ra£unalnika, ki bi temeljil na
topolo²ko za²£itenih kubitih. V tem kontekstu se pogosto omenja Majoranove fer-
mione  delce, ki so enaki svojim antidelcem in se pojavijo na robu topolo²kega
superprevodnika.
1.1 Topolo²ki izolatorji
Najosnovnej²i primer elektronskega stanja z energijsko reºo, ki ni obi£ajen izolator,
je celo²tevilsko kvantno Hallovo stanje. Z njim opi²emo dvodimenzionalni elektron-
ski plin pri nizki temperaturi v mo£nem pravokotnem magnetnem polju. Elektrone
v skladu s Paulijevim izklju£itvenim na£elom polnimo v lastna stanja prostega elek-
trona v magnetnem polju  degenerirane Landauove nivoje, razmaknjene za produkt
reducirane Planckove konstante in ciklotronske frekvence, ℏωc. e so spodnji Lan-
dauovi nivoji popolnoma zasedeni, tisti nad njimi pa popolnoma prazni, so zasedena
enoelektronska stanja od nezasedenih lo£ena z energijsko reºo (kot v obi£ajnem izo-
latorju).
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Slika 1: a) Kovina ima (vsaj en) delno zaseden pas, b) obi£ajen izolator pa ima
popolnoma zaseden valen£ni in popolnoma prazen prevodni pas. c) Poenostavljena
pasovna struktura dvodimenzionalnega topolo²kega izolatorja v obliki dolgega traku
kon£ne ²irine: na robovih se pojavijo prevodna stanja z energijo v energijski reºi.
Vendar pa celo²tevilsko Hallovo stanje kljub energijski reºi prevaja elektri£ni
tok, kar napove ºe enostavna klasi£na slika. Zamislimo si, da se elektroni gibljejo po
omejenem obmo£ju: £e je klasi£ni elektron dale£ od roba dovoljenega obmo£ja, se
vrti v krogu in ne nosi elektri£nega toka, £e pa je dovolj blizu roba, da ta prekinja
njegovo kroºno tirnico, klasi£ni elektron pri vsakem odboju od roba presko£i na
sosednjo kroºno tirnico. Vzdolº roba tako te£e elektri£ni tok (slika 2). Rezultat
kvantnomehanskega izra£una je Hallova prevodnost, ki je kvantizirana v enotah
e20/h. To je ena najnatan£neje izmerjenih naravnih konstant. Celo²tevilski kvantni
Hallov pojav je leta 1980 izmeril Klaus von Klitzing [3] in za svoje odkritje ºe leta
1985 prejel Nobelovo nagrado.
Slika 2: Klasi£na slika kvantnega
Hallovega pojava: elektroni dale£ od
roba se vrtijo v krogu, vzdolº roba
pa te£e elektri£ni tok.
1.1.1 Topolo²ke invariante
Dve leti po von Klitzingovem odkritju se je izkazalo, da je kvantizacija (specifi£ne)
Hallove prevodnosti1 povezana s topologijo. Topologija je abstraktna veja matema-
tike in se  poenostavljeno povedano  ukvarja z lastnostmi teles, ki se ohranjajo pri
zveznih deformacijah: to so npr. raztezanje, zvijanje in upogibanje, ne pa tudi trga-
nje ali lepljenje. Te lastnosti se imenujejo topolo²ke invariante in imajo celo²tevilske
vrednosti. Klasi£en primer topolo²ke invariante je ²tevilo lukenj (genus): ameri²ki
krof (torus) je topolo²ko ekvivalenten £ajni skodelici, ki ima ravno tako eno luknjo
(v ro£aju), medtem ko pomaran£a nima nobene (slika 3). e bi iz pomaran£e ºeleli
narediti £ajno skodelico, bi vanjo (med drugim) morali zvrtati luknjo, kar pa bi bilo
veliko bolj nasilno, kot £e bi jo le neºno preoblikovali v kozarec.
1 V dveh dimenzijah je Hallova prevodnost vzorca enaka specifi£ni Hallovi prevodnosti (ni
dodatnih geometrijskih faktorjev).
2
Slika 3: a) Atomski izolator in njegova pasovna struktura (popolnoma zasedeni pa-
sovi so prikazani s £rno barvo, popolnoma prazni pa s sivo) s Chernovim ²tevilom ni£
ter pomaran£a brez lukenj. b) Klasi£na slika kvantnega Hallovega stanja s Cherno-
vim ²tevilom razli£nim od ni£, Landauovi nivoji ter topolo²ko ekvivalentna ameri²ki
krof in £ajna skodelica, ki imata vsak po eno luknjo.
Formalno stvari niso tako preproste: genus g kompaktne povr²ine brez robaM je
povezan z njeno Eulerjevo karakteristiko2 χ, χ = 2− 2g, ta pa je po formuli Gaussa
in Bonneta [4] sorazmerna integralu Gaussove ukrivljenosti K,∮
M
K dA = 2πχ(M).
Dvodimenzionalni elektronski plin v magnetnem polju za razliko od ameri²kega
krofa, £ajne skodelice in pomaran£e nima oprijemljive oblike, topolo²ka invarianta,
ki razlikuje med celo²tevilskim kvantnim Hallovim stanjem in obi£ajnim izolatorjem,
pa je abstraktnej²a od ²tevila lukenj. Definirana je za dvodimenzionalno pasovno
strukturo z energijsko reºo in izhaja iz preslikave valovnega vektorja k iz prve Bril-
luoinove cone (v dveh dimenzijah je to torus) na Blochov hamiltonjan Hˆ(k). Dve
razli£ni pasovni strukturi pripadata istemu ekvivalen£nemu razredu, £e njuna Blo-
chova hamiltonjana lahko zvezno deformiramo enega v drugega, ne da bi pri tem
zaprli energijsko reºo. Celo²tevilska koli£ina, ki razlikuje med ekvivalen£nimi razredi,
je Chernovo ²tevilo [5] in je povezana z Berryjevo fazo Blochovega stanja |u(k)⟩. e
ni degeneracij, Blochovo stanje vzdolº sklenjene krivulje po torusu, na katerem je
definiran valovni vektor, pridobi dobro definirano Berryjevo fazo  integral koli£ine
Ai(k) = −i ⟨u(k)|∂ki |u(k)⟩
2Topolo²ka invarianta, prvotno definirana za povr²ino poliedra: χ = ²tevilo ogli²£ − ²tevilo
robov + ²tevilo ploskev poliedra.
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po krivulji. Chernovo ²tevilo C pa je integral Berryjeve ukrivljenosti3 F po to-
rusu T2,




dk2Fxy , Fxy = ∂kyAx − ∂kxAy,
in je celo ²tevilo. Zato se pri zvezni deformaciji hamiltonjana, ki ne zapre energijske
reºe, ne more spremeniti. Chernovo ²tevilo izolatorja je vsota Chernovih ²tevil
zapolnjenih pasov in je za kon£no energijsko reºo med popolnoma zasedenimi in
popolnoma praznimi pasovi dobro definirano, tudi £e se med zapolnjenimi pasovi
pojavijo degeneracije [2].
V £lanku [6] iz leta 1982 so Thouless, Kohmoto, Nightingale in den Nijs pokazali,
da je specifi£na Hallova prevodnost  izvendiagonalni element tenzorja specifi£ne ele-
ktri£ne prevodnosti σxy , ki nastopa v Kubovi formuli, enaka Chernovemu ²tevilu (v
enotah e20/h) in zato kvantizirana; povezava med Hallovo prevodnostjo in Chernovim
²tevilom je znana kot formula TKNN. Da lahko tudi stanjem prostega elektrona v
magnetnem polju pripi²emo valovni vektor iz prve Brillouinove cone, moramo sicer
najprej definirati osnovno celico s tak²no povr²ino, da zaobjema kvant magnetnega
pretoka h/e0 [2].
1.1.2 Robna stanja
Topologija se odraºa tudi na meji med izolatorjema z razli£no vrednostjo topolo²ke
invariante. Na stiku med celo²tevilskim kvantnim Hallovim stanjem in vakuumom
se pojavijo robna stanja: v klasi£ni sliki so to elektroni, ki se odbijajo od roba
in preskakujejo med sosednjimi kroºnimi tirnicami. Ker lahko elektroni vzdolº roba
potujejo le v eni smeri, so robna stanja neob£utljiva na ne£isto£e: stanja, ki elektrone
nosijo v obratni smeri, so namre£ na nasprotni strani vzorca in predale£ stran, da
bi se elektroni s prve strani vzorca vanje lahko sipali.
Pojav robnih stanj na meji med izolatorjema z razli£no vrednostjo topolo²ke in-
variante pa ni omejen le na stik med kvantnim Hallovim stanjem in vakuumom.
Zamislimo si, da meja med topolo²kim izolatorskim stanjem na eni in trivialnim
izolatorskim stanjem na drugi strani ni ostra, pa£ pa kristal prehaja iz enega v dru-
gega kot ²ibka zvezna funkcija npr. koordinate x. Na obeh straneh lahko kristalu
dale£ stran od stika priredimo pasovno strukturo z energijsko reºo. Ker vrednost
topolo²ke invariante ni enaka na obeh straneh, zvezna deformacija hamiltonjana, s
katerim opi²emo kristal, na omejenem obmo£ju vrednosti koordinate x zapre ener-
gijsko reºo. Tam se pojavijo nizkoenergijska stanja [2]. Ker v spektru hamiltonjana
s kon£no energijsko reºo ni nizkoenergijskih stanj, morajo biti ta omejena na obmo-
£je, na katerem kristal preide med topolo²kim in izolatorskim stanjem. Zato jih tudi
imenujemo robna stanja.
1.1.3 Haldaneov model
Obstajajo tudi modeli topolo²kih izolatorjev s kvantizirano Hallovo prevodnostjo in
z robnimi stanji, v katerih je netrivialno Chernovo ²tevilo lastnost pasovne strukture
same po sebi in ne posledica zunanjega magnetnega polja. Najbolj znanega izmed
3Podobno kot je Eulerjeva karakteristika integral Gaussove ukrivljenosti.
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t. i. Chernovih izolatorjev je v £lanku iz leta 1988 [7] predlagal Duncan Haldane, ki
je za svoje delo leta 2016 prejel Nobelovo nagrado (skupaj z Davidom Thoulessom in
Johnom Michaelom Kosterlitzem). Gre za dvodimenzionalno re²etko v obliki satovja
s kompleksnimi preskakovalnimi integrali med drugimi najbliºjimi sosedi (slika 4),
ki ima glede na izbiro parametrov hamiltonjana poleg trivialne ²e dve topolo²ki fazi.
Slika 4: Haldaneov model Chernovega izolatorja. Beli krogci ozna£ujejo mesta na
podmreºi A, £rni pa mesta na podmreºi B. Na podmreºi A je lokalni potencial
druga£en kot na podmreºi B. Polne £rte predstavljajo vezi med najbliºjimi sosedi,
£rtkane pa vezi med drugimi najbliºjimi sosedi: pu²£ice ozna£ujejo smeri pozitivne
faze v kompleksnih preskakovalnih integralih. Izrezano iz [7].
Haldaneov model je bil leta 2014 tudi eksperimentalno realiziran z ultrahladnimi
atomi na opti£ni re²etki [8].
1.2 Neravnovesna dinamika
Zna£ilnosti topolo²kih sistemov v osnovnem stanju (Hallova prevodnost, robna sta-
nja) in njihova odpornost na ne£isto£e so dobro raziskani, manj pa je znanega o
topolo²kih lastnostih sistemov izven ravnovesja. Poznavanje oz. razumevanje £asov-
nega razvoja pod vplivom £asovno odvisnih motenj je predpogoj za nadzorovano
manipulacijo topolo²kih stanj.
Pribliºno deset let nazaj so odkrili, da lahko periodi£ne motnje vzbudijo topo-
lo²ke zna£ilnosti v sistemih, ki so v osnovnem stanju netopolo²ki: v grafenu lahko
kroºno polarizirana svetloba odpre energijsko reºo v Diracovem stoºcu in povzro£i
(enosmerni) Hallov elektri£ni tok [9, 10]. Tudi v sistemih, ki temeljijo na dvodi-
menzionalnem elektronskem plinu, ujetem v potencialni jami na stiku med dvema
polprevodnima plastema, lahko mikrovalovi sistem iz netopolo²kega osnovnega sta-
nja vzbudijo v stanje s topolo²kimi zna£ilnostmi  Floquetov topolo²ki izolator [11].
V £lanku [12] so zasledovali £asovni razvoj netopolo²kega osnovnega stanja gra-
fenu podobnega sistema v kroºno polariziranem elektri£nem polju, katerega ampli-
tudo so linearno pove£evali od za£etne vrednosti ni£ do kon£ne vrednosti. Za ne-
skon£en translacijsko invarianten sistem so (analiti£no) dokazali, da £asovni razvoj
ohranja topolo²ko invarianto: £e je za£etna konfiguracija psevdospinov4 gladka (oz.
vsaj enkrat zvezno odvedljiva) v prvi Brillouinovi coni in psevdo-magnetno polje (ki
nastopa v Blochovem hamiltonjanu) gladko (vsaj dvakrat zvezno odvedljivo), potem
£asovni razvoj ohranja Chernovo ²tevilo (v netopolo²kem stanju je enako ni£). V
4Lastnih stanj Blochovega hamiltonjana dimenzije 2× 2.
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kon£nem sistemu z robovi so, ravno nasprotno, opazili, da Bottov indeks5 sko£i z
za£etne vrednosti 0 na kon£no vrednost 1.
Kak²na pa je usoda topolo²kih invariant in z njimi povezanih merljivih koli£in
(Hallova prevodnost, zasedenost robnih stanj) pri £asovnem razvoju osnovnega sta-
nja preko kriti£ne to£ke med topolo²ko razli£nimi reºimi parametrov hamiltonjana?
Po definiciji se topolo²ke invariante ohranjajo pri adiabatskih deformacijah  tak²nih,
pri katerih se parametri hamiltonjana spreminjajo zvezno, pomembne simetrije6 se
ohranjajo, energijska reºa pa ostane odprta [13]. e se deformacija dogaja v £asu,
mora biti dovolj po£asna, da ne vzbudi prehodov iz popolnoma zasedenega valen£-
nega pasu v popolnoma prazen prevodni pas. V skladu z adiabatskim izrekom bo
namre£ sistem, ki je prvotno v osnovnem stanju, med adiabatsko deformacijo ostal
v osnovnem stanju trenutnega hamiltonjana.
Ker se v topolo²kih sistemih v kriti£ni to£ki med topolo²ko razli£nimi fazami
energijska reºa zapre, £asovna deformacija parametrov hamiltonjana med topolo²ko
razli£nimi reºimi ne more biti dovolj po£asna, da ne bi vzbudila prehodov iz va-
len£nega v prevodni pas. Usoda topolo²kih invariant in z njimi povezanih merljivih





















na trenutne preklope parametrov hamiltonjana7 med topolo²ko razli£nimi reºimi.
V hamiltonjanu (1.1) fermionski operatorji zado²£ajo antikomutacijskim relacijam
{cˆi, cˆ†j} = δij in {cˆ†i , cˆ†j} = {cˆi, cˆj} = 0, ozna£ili smo nˆi = cˆ†i cˆi, prva vsota te£e
po parih najbliºjih sosedov, druga po parih drugih najbliºjih sosedov, A in B pa
sta podmreºna indeksa. Parametra t1 in t2 ozna£ujeta realna dela preskakovalnih
integralov, fazni faktor φij = ±φ je pozitiven v nasprotni smeri urinega kazalca in
negativen v smeri urinega kazalca, M pa predstavlja lokalni potencial. Haldaneov
model ima poleg trivialne ²e dve topolo²ki fazi s Chernovim ²tevilom 1 oz. −1, njegov
fazni diagram je prikazan na sliki 5.
Slika 5: Fazni diagram Halda-
neovega modela, ki ima poleg
trivialne, ν = 0, ²e dve topolo-
²ki fazi s Chernovim ²tevilom
ν = ±1. Izrezano iz [15].
5Vpeljali so ga kot posplo²itev Chernovega ²tevila v kon£nem sistemu z robovi.
6V nadaljevanju bo pomembna kiralna simetrija.
7Parametri hamiltonjana v hipu sko£ijo z za£etnih na kon£ne vrednosti.
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Pokazali so, da se Chernovo ²tevilo ne spremeni, in prenagljeno zapisali [14], da
je ohranjanje topolo²ke invariante pri £asovnem razvoju splo²na zna£il-
nost neinteragirajo£ih fermionov v periodi£nem sistemu, £e je Blochov
hamiltonjan gladek v prvi Brillouinovi coni . Ugotovili so, da za stanje po
deformaciji formula TKNN ne velja ve£, saj se Hallova prevodnost za razliko od
Chernovega ²tevila spremeni (slika 6). V sistemu z robovi so po deformaciji iz tri-
vialnega v topolo²ki reºim robna stanja zasedena (slika 7), £eprav Chernovo ²tevilo
ostane enako ni£.
(a) Hallova prevodnost v odvisnosti
od kon£ne vrednosti parametra φ′
(M ′ = 1) po preklopu parametrov
iz topolo²kega reºima, φ = π/3 in
M = 1 (rde£ trikotnik na sliki 5).
(b) Hallova prevodnost v odvisno-
sti od kon£ne vrednosti parametra
φ′ (M ′ = 1) po preklopu parame-
trov iz trivialnega reºima, φ = π in
M = 1 (rde£ kvadrat na sliki 5).
Slika 6: Za razliko od Chernovega ²tevila se Hallova prevodnost (v enotah e20/h)
pri trenutnem preklopu parametrov hamiltonjana (1.1) med topolo²ko razli£nimi re-
ºimi spremeni. Sive to£ke prikazujejo numeri£ne izra£une, £rna £rta pa analiti£en
rezultat, izra£unan iz nizkoenergijskih stanj na Diracovem stoºcu v pribliºku majh-
nih deformacij (deformacija parametrov se v Diracovem hamiltonjanu odraºa kot
deformacija efektivne mase). Izrezano iz [15].
Do podobnih zaklju£kov so pri²li tudi v [16], kjer so preu£evali trenutne preklope
parametrov hamiltonjana (1.1) z dodanimi skakanji med tretjimi najbliºjimi sosedi,
ki obogatijo fazni diagram s topolo²kimi fazami z ve£jimi Chernovimi ²tevili. V
sistemu z robovi po deformaciji iz topolo²kega v trivialni reºim za£etni robni tok
asimptotsko zamre, £eprav se Chernovo ²tevilo ohranja. V [17] pa so ugotovili, da se
pri po£asni deformaciji iz trivialnega v topolo²ki reºim Hallova prevodnost pribliºuje
kvantizirani povpre£ni vrednosti, £eprav Chernovo ²tevilo ostane enako ni£.
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Slika 7: Spekter traku ²irine
N = 20 osnovnih celic. (a) Za-
sedenost enodel£nih stanj v za-
£etnem osnovnem stanju sis-
tema v trivialni fazi pri vre-
dnostih parametrov t1 = 1,
t2 = 1/3, φ = π/6 in M =
1. (b) Zasedenost enodel£nih
stanj kon£nega hamiltonjana v
topolo²ki fazi, φ′ = π/3, po
preklopu parametrov. Velikost
to£ke je sorazmerna prika£ova-
nemu ²tevilu delcev v enodel£-
nem stanju. Izrezano iz [14].
1.3 Po£asne deformacije v modelu Su-Schrieffer-Heeger
V tem delu preu£ujemo odziv sistema, ki je na za£etku v osnovnem stanju enodimen-
zionalnega modela Su-Schrieffer-Heeger (SSH), na po£asne deformacije parametrov
hamiltonjana med topolo²ko razli£nimi reºimi. Topolo²ka invarianta, ki razlikuje
med trivialnim in topolo²kim izolatorjem, je ovojno ²tevilo: v trivialni fazi je enako
ni£, v topolo²ki pa ena. tevilo robnih stanj je v osnovnem stanju enako ovojnemu
²tevilu, in sicer v trivialni fazi ni robnih stanj, v topolo²ki fazi pa je na vsakem koncu
verige eno robno stanje. Osnovno vpra²anje, ki si ga zastavimo, je vpliv po£asne
deformacije na topolo²ko invarianto in zasedenost robnih stanj. Osrednji rezultat
izpodbija trditev iz [14]: ovojno ²tevilo po prehodu kriti£ne to£ke med topolo²ko
razli£nima reºimoma ni ve£ dobro definirano, njegova naravna posplo²itev pa ska£e
okrog povpre£ne vrednosti  ovojnega ²tevila osnovnega stanja pri trenutnih vre-
dnostih parametrov  in se torej ne ohranja. Robna stanja so po koncu deformacije
iz trivialnega v topolo²ki reºim zasedena, stanje propagiranega sistema pa je tem
bolj podobno osnovnemu stanju, £im po£asnej²a je deformacija.
V nadaljevanju najprej predstavimo konstrukcijo hamiltonjana SSH z metodo
tesne vezi ob upo²tevanju Peierlsove nestabilnosti. Za sistem brez robov ob predpo-
stavki periodi£nih robnih pogojev izpeljemo disperzijsko relacijo in vpeljemo ovojno
²tevilo, za omejen sistem z odprtimi robnimi pogoji pa robna stanja. Pri tem opre-
delimo kiralno simetrijo. Predstavimo tudi numeri£ni postopek za izra£un £asovnega
razvoja. V drugi polovici dela predstavimo in diskutiramo rezultate.
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2 Model
2.1 Od poliacetilena do hamiltonjana SSH
Model Su-Schrieffer-Heeger (v nadaljevanju SSH) so l. 1979 predlagali Wu-Pei Su,
John Robert Schrieffer in Alan J. Heeger [18, 19] za opis poliacetilena  organskega
polimera z molekulsko formulo (C2H2)n . Izmenjujo£e se enojne in dvojne vezi med
ogljikovimi atomi sicer dopu²£ajo dve razli£ni strukturni obliki  geometrijska izo-




































Slika 8: Dve razli£ni strukturni obliki poliacetilena.
V poliacetilenu so ogljikovi atomi sp2-hibridizirani, posamezen ogljikov atom pa
tvori tri kovalentne vezi σ v ravnini xy: dve s sosednjima ogljikovima atomoma in
eno z vodikovim atomom. Hibridne orbitale ogljikovih atomov in orbitale 1 s vodi-
kovih atomov tvorijo popolnoma zaseden valen£ni pas, ki je od popolnoma praznega
prevodnega pasu lo£en z energijsko reºo pribliºno 10 eV [19]. Za lastnosti pri nizkih
energijah pa so posebej zanimiva elektronska stanja, ki jih tvorijo (nehibridne) orbi-
tale 2 pz : posamezen ogljikov atom vanje prispeva en elektron π. Obravnavamo jih
z metodo tesne vezi.
2.1.1 Metoda tesne vezi
Metoda tesne vezi je pribliºek, ki je upravi£en, £e je prekrivanje relevantnih atom-
skih valovnih funkcij (v na²em primeru orbital 2 pz ) sosednjih atomov dovolj veliko,
da atomov ne moremo ve£ obravnavati kot izolirane, hkrati pa dovolj majhno, da
atomske valovne funkcije ²e vedno lahko izberemo za bazo Hilbertovega prostora [20].
Pri tem poudarimo, da metoda tesne vezi sama po sebi ne vklju£uje coulombskega
odboja med elektroni.
Metoda tesne vezi temelji na dveh predpostavkah. Prvi£, v bliºini posamezne
to£ke Bravaisove re²etke lahko kristalni hamiltonjan Hˆ aproksimiramo z atomskim
hamiltonjanom Hˆat, Hˆ(r) = Hˆat(r) + ∆U(r). Pri tem £len ∆U(r) < 0 predstavlja
prispevke sosednjih atomov k potencialu na mestu r. In drugi£, ²irina vezanih stanj
atomskega hamiltonjana je majhna v primerjavi z mreºno konstanto. Omejili se
bomo na podprostor, ki ga razpenjajo orbitale 2 pz , ohranili le matri£ne elemente
med najbliºjimi sosedi in ∆Uˆ diagonalizirali. e bi bila razdalja med atomoma
enaka za vse pare sosednjih ogljikovih atomov (shema na sliki 9), bi hamiltonjan za
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(−t |j⟩ ⟨j + 1|+ h.c.) + konst. (2.1)
Vsota te£e po ogljikovih atomih, t = ⟨j| −∆Uˆ |j + 1⟩ je preskakovalni integral8, |j⟩
ozna£uje orbitalo 2 pz j-tega ogljikovega atoma, h.c. pa pomeni hermitsko konjuga-
cijo. V konstanti se skriva lokalni potencial, ki je na vseh mestih enak. V skladu z
Blochovim teoremom lahko posamezno enoelektronsko lastno stanje v periodi£nem
potencialu zapi²emo kot produkt ravnega vala in funkcije s periodi£nostjo Bravai-
sove re²etke: ob predpostavki periodi£nih robnih pogojev je v bazi Blochovih stanj
hamiltonjan (2.1) diagonalen, Hˆ = −2t∑BZ cos k |k⟩ ⟨k| + konst., pri £emer vsota
te£e po prvi Brillouinovi coni (BZ). Strukturo elektronskega pasu prikazuje slika 9.
Slika 9: Spodaj shema verige z enoato-
mno bazo in mreºno konstanto a, zgo-
raj struktura elektronskega pasu v pri-
bliºku tesne vezi.
V poliacetilenu vsak ogljikov atom prispeva en elektron π. V molekuli z N
atomi je tako N elektronov π, v elektronskem pasu pa je (zaradi dvojne spinske
degeneracije) prostora za 2N elektronov. e ne bi bilo Peierlsove nestabilnosti, bi
bil elektronski pas polovi£no zaseden in poliacetilen bi imel kovinske lastnosti.
2.1.2 Peierlsova nestabilnost
e vsak drugi ogljikov atom zamaknemo (shema na sliki 10), se mreºna konstanta
podvoji, nova osnovna celica pa ima dvoatomno bazo: mesti v osnovni celici ozna-
£imo z A in B. Hamiltonjan za molekulo poliacetilena s sodim ²tevilom N ogljikovih




(t0 + t1) |j, A⟩ ⟨j, B| −
N/2−1∑
j=1
(t0 − t1) |j, B⟩ ⟨j + 1, A|+ h.c.+ konst.
Vsota te£e po osnovnih celicah. Ob predpostavki periodi£nih robnih pogojev z
diagonalizacijo dobimo dva elektronska pasova, lo£ena z energijsko reºo ²irine 4t1
8Ker so orbitale p realne (in prav tako potencial), je realen tudi preskakovalni integral.
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(slika 10): v vsakem je prostora za N elektronov. e bi bilo v sistemu 2N elektro-
nov π, bi zamik vsakega drugega ogljikovega atoma pove£al energijo verige zaradi
Coulombskega odboja med jedri, medtem ko na skupno energijo elektronov ne bi
vplival. Ker pa je v molekuli poliacetilena z N ogljikovimi atomi N elektronov π,
je v osnovnem stanju valen£ni pas popolnoma zaseden, prevodni pas je popolnoma
prazen, energija valen£nega pasu pa je manj²a od energije polovi£no zasedenega pasu
verige enakomerno razmaknjenih ogljikovih atomov. V poliacetilenu so vezi dolge
(1,22± 0,04)Å, energijska reºa pa zna²a 4t1 = 1,4 eV (4t0 = 10 eV) [18].
Slika 10: V £rnem: spo-
daj shema verige z enoato-
mno bazo in mreºno kon-
stanto a, zgoraj struktura
elektronskih pasov v pri-
bliºku tesne vezi. V rde-
£em: spodaj shema ve-
rige z dvoatomno bazo in
mreºno konstanto 2a (spo-
dnji £rni in zgornji rde£i
atomi), zgoraj struktura
elektronskih pasov v pri-
bliºku tesne vezi za t1/t2 =
0,14.
2.1.3 Hamiltonjan SSH
Model SSH opisuje neinteragirajo£e fermione brez spina na verigi, ki jo sestavlja N
osnovnih celic, v vsaki osnovni celici pa sta dve mesti: eno na podmreºi A in drugo
na podmreºi B (slika 11).
Slika 11: Shema modela SSH.
V odsotnosti meddel£nih interakcij dinamiko fermionov v bazi na posameznih




(|j, B⟩ ⟨j, A|+ h.c.) + w
N−1∑
j=1
(|j + 1, A⟩ ⟨j, B|+ h.c.) . (2.2)
Vsoti te£eta po osnovnih celicah. Parametra v in w imenujemo znotrajceli£ni in
medceli£ni preskakovalni integral ter ju izberemo realna in nenegativna, v, w ≥ 0.
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Ob predpostavki periodi£nih robnih pogojev lahko Blochova stanja nastavimo s Fou-
rierjevo transformacijo indeksa osnovne celice: |k⟩ = 1/√N∑Nj=1 eijk |j⟩. Valovno
²tevilo k je element prve Brillouinove cone, mreºno konstanto pa smo postavili na




|k⟩ ⟨k| ⊗ (v |B⟩ ⟨A|+ we−ik |A⟩ ⟨B|+ h.c.) =∑
k
|k⟩ ⟨k| ⊗ Hˆ(k).
Hamiltonjan sistema brez robov v recipro£nem prostoru  Blochov hamiltonjan
Hˆ(k), ki deluje v dvodimenzionalnem Hilbertovem prostoru z bazo {|A⟩ , |B⟩}, pri
posamezni vrednosti valovnega ²tevila diagonaliziramo ter zapi²emo disperzijsko re-
lacijo
E1, 2(k) = ±
√
v2 + w2 + 2 vw cos k.
Disperzijsko relacijo za razli£ne izbire parametrov v in w prikazujejejo zgornji grafi
na sliki 12. e sta preskakovalna integrala razli£na, v ̸= w, valen£ni in prevodni pas
lo£uje energijska reºa ²irine 2|v − w|, model SSH (za N delcev) pa opisuje izolator.



































Slika 12: Zgoraj disperzijske relacije in spodaj kroºnice, ki jih opi²e konica vektorja
d(k), ko valovno ²tevilo prete£e prvo Brillouinovo cono, za razli£ne izbire parametrov
v in w. Od leve proti desni: (v, w) = (1, 0), (1, 1/2), (1, 1), (1/2, 1) in (0, 1).
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Za poljuben model z dvema mestoma v osnovni celici lahko Blochov hamiltonjan
do konstante natan£no zapi²emo v obliki
Hˆ(k) = dx(k) σˆx + dy(k) σˆy + dz(k) σˆz = d(k) · σˆ, (2.4)
pri £emer so σi za i ∈ {x, y, z} Paulijevi operatorji. Hamiltonjan (2.4) ima obliko
hamiltonjana za spin 1/2 v magnetnem polju −d(k): od tod enostavno vidimo,
da energijo dveh lastnih stanj z valovnim ²tevilom k podaja velikost vektorja d(k)
(njuno strukturo znotraj osnovne celice pa njegova smer). V nadaljevanju nam bo
analogija pomagala pri marsikaterem razmisleku. V hamiltonjanu SSH so dx(k) =
v + w cos k, dy(k) = w sin k in dz(k) = 0.
Ko valovno ²tevilo prete£e prvo Brillouinovo cono, konica vektorja d(k) opi²e
sklenjeno krivuljo. e krivulja poteka skozi koordinatno izhodi²£e, ∃k : d(k) = 0,
model za polovi£no zasedenost opisuje prevodnik, v nasprotnem primeru pa izolator.
Za model SSH je krivulja kroºnica v ravnini dxdy s sredi²£em pri (dx, dy) = (v, 0)
in polmerom w. V nadaljevanju bo igrala pomembno vlogo. Kroºnico za razli£ne
izbire parametrov v in w prikazujejejo spodnji grafi na sliki 12.
Omejen sistem
Model SSH (2.2) se znatno poenostavi v dveh popolnoma dimeriziranih limitah:
v trivialni, w = 0, in topolo²ki limiti, v = 0. V trivialni limiti veriga razpade
na N dimerov9, lastni stanji posamezne dvoatomne molekule pa sta soda (vezna
orbitala) in liha (nevezna orbitala) superpozicija atomskih orbital z energijo E =
±v: Hˆ(|j, A⟩ ± |j, B⟩) = ±v(|j, A⟩ ± |j, B⟩) za j = 1 . . . N . Ker so istovrstne
molekulske orbitale degenerirane, lahko lastna stanja hamiltonjana sestavimo kot
njihovo poljubno linearno kombinacijo: v bazi Blochovih stanj vezne orbitale tvorijo
valen£ni, nevezne pa prevodni pas10
V topolo²ki limiti veriga razpade na N − 1 dimerov, na vsakem koncu verige
pa ostane en monomer. Osrednji del verige (N − 1 dimerov) obravnavamo enako
kot verigo v trivialni limiti, le da je energija vezne oz. nevezne orbitale E = ±w:
Hˆ(|j, B⟩ ± |j + 1, A⟩) = ±w(|j, B⟩ ± |j + 1, A⟩) za j = 1 . . . N − 1. Za razliko od
trivialne limite v topolo²ki limiti robna atoma prispevata vsak eno atomsko orbitalo
z energijo na sredini energijske reºe med vezno in nevezno orbitalo. Ker sta atomski
orbitali robnih atomov degenerirani, lahko lastni stanji Hamiltonjana sestavimo kot
njuno poljubno linearno kombinacijo. V hamiltonjanu (2.2) smo izpustili lokalni
potencial (saj je na vseh mestih enak), zato je energija robnih stanj kar E = 0:
Hˆ |1, A⟩ = Hˆ |N,B⟩ = 0.
V splo²nem se izkaºe [13], da sta stanji z energijo v energijski reºi v spektru
prisotni za v < w. Ker v osrednjem delu verige ni stanj z energijo v energijski reºi,
morata biti ti dve stanji lokalizirani na robovih in sta torej robni stanji. V kon£nem
sistemu sta robni stanji (slika 13) soda in liha superpozicija stanja |L⟩ na podmreºi
A, eksponentno lokaliziranega na levem koncu verige, in stanja |D⟩ na podmreºi B,
9V trivialni limiti sploh ne moremo razlikovati med sistemom z robovi in sistemom brez robov.
10Ker je energija neodvisna od valovnega ²tevila, sta oba pasova ravna.
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aj |j, A⟩ ; |aj| ∝ e−(j−1)/ξ in |D⟩ =
N∑
j=1
bj |j, B⟩ ; |bj| ∝ e−(N−j)/ξ .
Lokalizacijska dolºina zna²a ξ = 1/ ln(w/v), energija robnih stanj pa zaradi hibridi-
zacije stanj |L⟩ in |D⟩ pojema eksponentno z dolºino verige, |E| ∝ exp(−N/ξ) [13].














Slika 13: Verjetnostna gostota robnega stanja na mestih v verigi z N = 10 osnovnimi
celicami pri vrednostih parametrov (v, w) = (1/2, 1).
2.2 Kiralna simetrija in ovojno ²tevilo
Hamiltonjan SSH (2.2) je bipartiten, kar pomeni, da so preskakovalni integrali med
mesti na isti podmreºi enaki ni£. e definiramo projektor na podmreºo A in pro-




|j, A⟩ ⟨j, A| in PˆB =
N∑
j=1
|j, B⟩ ⟨j, B| ,









Ena£ba (2.5) definira kiralno simetrijo hamiltonjana SSH. Pravimo namre£, da je
hamiltonjan Hˆ kiralno simetri£en, £e obstaja tak unitaren in hermitski operator Γˆ,
Γˆ†Γˆ = Γˆ2 = 1, da velja ΓˆHˆΓˆ = −Hˆ. V na²em primeru je to Γˆ = PˆA − PˆB.
Kiralna simetrija ima pomembne posledice. Spekter kiralno simetri£nega hamil-
tonjana Hˆ je simetri£en: £e je |ψ⟩ lastno stanje hamiltonjana z energijo E, je Γˆ |ψ⟩
11Enakosti veljata tudi za splo²nej²i hamiltonjan s krajevno odvisnimi preskakovalnimi integrali
vj in wj .
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lastno stanje hamiltonjana z energijo −E, saj HˆΓˆ |ψ⟩ = −ΓˆHˆ |ψ⟩ = −EΓˆ |ψ⟩. e
je |ψ⟩ lastno stanje hamiltonjana s kon£no energijo, sta stanji |ψ⟩ in Γˆ |ψ⟩ orto-
gonalni, pri£akovani vrednosti podmreºnih projektorjev v stanju |ψ⟩ pa sta enaki:
0 = ⟨ψ|Γ|ψ⟩ = ⟨ψ|PˆA|ψ⟩ − ⟨ψ|PˆB|ψ⟩. Ravno nasprotno lahko lastno stanje hamil-
tonjana z energijo ni£, Hˆ |ψ⟩ = 0, izberemo kot linearno kombinacijo stanj na isti
podmreºi:




|ψ⟩ = HˆPˆB |ψ⟩ ,
⟨ψ|PˆBHˆPˆA|ψ⟩ = ⟨ψ|PˆBHˆPˆB|ψ⟩ = ⟨ψ|0ˆ|ψ⟩ = 0 .
Ker PˆBHˆPˆA ̸= 0, zadnja enakost dopu²£a dve razli£ni moºnosti: £e velja PˆB |ψ⟩ = 0
ali PˆA |ψ⟩ = 0, je |ψ⟩ ºe sam po sebi linearna kombinacija stanj na eni podmreºi.
V nasprotnem primeru mora veljati HˆPˆA |ψ⟩ = 0, od koder po prvi enakosti sledi
HˆPˆB |ψ⟩ = 0 (oz. v obratnem vrstem redu), kar pomeni, da sta PˆA |ψ⟩ in PˆB |ψ⟩
ortogonalni lastni stanji z energijo ni£.
2.2.1 Kiralna simetrija v recipro£nem prostoru
V recipro£nem prostoru kiralno simetrijo predstavlja Paulijev operator σˆz,
σˆzHˆ(k)σˆz = −Hˆ(k).
e je Blochov hamiltonjan Hˆ(k) kiralno simetri£en, je lastno stanje hamiltonjana
lahko hkrati lastno stanje Paulijeve matrike σˆz, le £e je njegova energija enaka ni£: £e
je |ψ(k)⟩ lastno stanje Hˆ(k) z energijo E in hkrati lastno stanje σˆz z lastno vrednostjo
m = ±1, namre£ sledi mE = 0 in od tod E = 0. Poleg tega je pri£akovana
vrednost Paulijevega operatorja σˆz  v nadaljevanju projekcije psevdospina  v
lastnem stanju hamiltonjana z neni£elno energijo enaka ni£: E ⟨ψ(k)|σˆz|ψ(k)⟩ =
⟨ψ(k)|σˆzHˆ(k)|ψ(k)⟩ = ⟨ψ(k)| − Hˆ(k)σˆz|ψ(k)⟩ = −E ⟨ψ(k)|σˆz|ψ(k)⟩.
e je Blochov hamiltonjan (2.4) kiralno simetri£en, vektor d(k) leºi v ravnini xy.
Topologijo sklenjene krivulje, ki jo opi²e konica vektorja d(k), ko valovno ²tevilo pre-
te£e prvo Brillouinovo cono, dolo£a ovojno ²tevilo ν. Ovojno ²tevilo pove, kolikokrat
se krivulja ovije okrog izhodi²£a koordinatnega sistema. Pri tem ovoje v nasprotni
smeri urinega kazalca ²tejemo kot pozitivne, tiste v smeri urinega kazalca pa kot ne-
gativne. V trivialni fazi je ovojno ²tevilo enako ni£, v topolo²ki fazi pa je neni£elno.
Ovojno ²tevilo (kiralno simetri£nega) hamiltonjana se ne more spremeniti, ne da bi
se zaprla energijska reºa.
Ovojno ²tevilo hamiltonjana SSH je za vrednosti parametrov v > w trivialno,
ν = 0, in model opisuje trivialni izolator. Za v < w je ν = 1 in model (za polovi£no
zasedenost) opisuje topolo²ki izolator. V kriti£ni to£ki v = w ovojno ²tevilo ni dobro
definirano, model (za polovi£no zasedenost) pa opisuje prevodnik (slika 12). Fazni
diagram je prikazan na sliki 14.
2.2.2 Izra£un ovojnega ²tevila
Ovojno ²tevilo krivulje, ki jo opi²e konica vektorja d(k) kiralno simetri£nega hamil-

















Slika 14: Fazni diagram modela SSH.
Za vrednosti parametrov v > w je ha-
miltonjan trivialen, za v < w pa to-
polo²ki. rni poltrak ponazarja mejo
med fazama, rde£a daljica pa zvezno
deformacijo parametrov, ki jo bomo
obravnavali v nadaljevanju.
e je hamiltonjan kiralno simetri£en, vektor d(k) leºi v ravnini xy: vektorski pro-
dukt, ki nastopa v integralu, je zato pravokoten na ravnino xy. Po ena£bi (2.6)
ovojno ²tevilo izra£unamo tako, da vektor d(k) projeciramo na enotski krog s sre-
di²£em v koordinatnem izhodi²£u in izrazimo plo²£ino, ki jo zaobjame krivulja, v
enotah plo²£ine enotskega kroga π.
Ovojno ²tevilo popolnoma zasedenega valen£nega pasu izra£unamo iz pri£ako-













Ozna£ili smo s(k) = ⟨u(k)|σˆ|u(k)⟩, pri £emer je |u(k)⟩ osnovno lastno stanje Hˆ(k),
Hˆ(k) |u(k)⟩ = −d(k) |u(k)⟩. Ovojno ²tevilo (2.7) popolnoma zasedenega valen£nega
pasu je enako ovojnemu ²tevilu (2.6) krivulje, ki jo opi²e konica vektorja d(k), ko
valovno ²tevilo prete£e prvo Brillouinovo cono. Pri razmisleku si pomagamo z ana-
logijo med Blochovim hamiltonjanom in hamiltonjanom spina 1/2 v magnetnem
polju: ovojno ²tevilo lahko izra£unamo iz smeri magnetnega polja ali pa iz pri£a-
kovane vrednosti spina, ki je v (osnovnem) lastnem stanju vzporedna z magnetnim
poljem.
V nadaljevanju nas bo zanimal odziv osnovnega stanja sistema  odziv oprede-
limo z obna²anjem topolo²ke invariante  na £asovno odvisno deformacijo parame-
trov, ki v splo²nem povzro£i dvig pri£akovane vrednosti psevdospina iz ravnine xy.
V tem primeru ovojno ²tevilo okrog izhodi²£a koordinatnega sistema (to£ke) ni ve£

















pri £emer s˜(k, t) ozna£uje projekcijo pri£akovane vrednosti psevdospina pri valovnem
²tevilu k ob £asu t na ravnino xy. Posplo²enemu ovojnemu ²tevilu (2.8) bomo v
nadaljevanju rekli kar ovojno ²tevilo in ga ozna£ili z ν.
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2.3 asovni razvoj
Zanimal nas bo £asovni razvoj popolnoma zasedenega valen£nega in popolnoma pra-
znega prevodnega pasu. Ker obravnavamo sistem neinteragirajo£ih fermionov, lahko
namesto celotne Slaterjeve determinante naenkrat propagiramo vsako enodel£no sta-
nje posebej: propagirana Slaterjeva determinanta je Slaterjeva determinanta propa-
giranih enodel£nih stanj.




|ψ, t⟩ = Hˆ0 |ψ, t⟩
z za£etnim pogojem |ψ, t0⟩ zapi²emo kot |ψ, t⟩ = Uˆ0(t, t0) |ψ, t0⟩, kjer je Uˆ0(t, t0) =
exp[−iHˆ0(t − t0)/ℏ] propagator [21]. e se hamiltonjan zvezno spreminja s £asom,
lahko £asovni razvoj aproksimiramo tako, da izberemo primeren £asovni korak τ ,
znotraj katerega je hamiltonjan pribliºno konstanten: £e je |ψ, t⟩ stanje ob £asu t,
stanje ob £asu t+τ aproksimiramo z |ψ, t+ τ⟩ ≈ exp[−iτHˆ(t)] |ψ, t⟩. V nadaljevanju
reducirano Planckovo konstanto postavimo na 1.
Za Blochov hamiltonjan (2.4) lahko (s Taylorjevim razvojem eksponentne funk-
cije in z upo²tevanjem lastnosti Paulijevih matrik) matri£no reprezentacijo propaga-
torja za en £asovni korak v pribliºku konstantega hamiltonjana zapi²emo eksaktno,
e−iτHˆ(k,t) = e−iτd(k,t)·σˆ =
{
1 ; d(k, t) = 0,
cos[τd(k, t)] · 12×2 − i sin[τd(k, t)] · d(k,t)d(k,t) · σˆ ; sicer.
Za hamiltonjan omejenega sistema z odprtimi robnimi pogoji propagator za en £a-
sovni korak v pribliºku konstantnega hamiltonjana nadalje aproksimiramo z opera-













Aproksimacija (2.9) ohranja unitarnost propagatorja in s tem ortonormiranost pro-
pagiranih enodel£nih stanj, propagacija enodel£nega stanja |ψ, t⟩ za en £asovni korak













Pri tem  kot tudi pri diagonalizaciji hamiltonjana  sem uporabljala vgrajene
metode iz modula za linearno algebro Pythonove knjiºnice za numeri£no ra£unanje
NumPy, numpy.linalg.
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2.4 Po£asna deformacija parametrov hamiltonjana
Za za£etno stanje izberemo osnovno stanje N fermionov (pri za£etnih vrednostih pa-
rametrov hamiltonjana), shemati£no prikazano na grafih a) in c) slike 15: popolnoma
zaseden valen£ni in popolnoma prazen prevodni pas. Simuliramo po£asno deforma-
cijo parametrov hamiltonjana med trivialnim in topolo²kim reºimom, prikazano na
grafih b) in d). Hamiltonjan prepi²emo v enote medceli£nega preskakovalnega in-
tegrala, w = 1, in izberemo linearno £asovno odvisnost razmerja preskakovalnih
integralov,
v(t) = v(0) +
v(T )− v(0)
T
· t , (2.10)
pri £emer je T trajanje deformacije. Po koncu deformacije se sistem razvija v £asu
v skladu s kon£nim hamiltonjanom. Za deformacijo iz trivialnega v topolo²ki reºim
izberemo v(0) = 1,75 in v(T ) = 0,25 oz. obratno za deformacijo iz topolo²kega
v trivialni reºim (rde£a daljica na sliki 14) ter T = 100. Pri izbranih za£etni in
kon£ni vrednosti razmerja preskakovalnih integralov v ter trajanju deformacije se za
primerno12 velikost £asovnega koraka izkaºe τ = 0,1.



































t = 0t = 100
d)
Slika 15: Shema za£etnega stanja in po£asne deformacije parametrov hamiltonjana
iz trivialnega v topolo²ki reºim. a) Za£etno stanje: popolnoma zaseden valen£ni in
popolnoma prazen prevodni pas. c) Pri£akovane vrednosti psevdospina v za£etnem
stanju. Parameter, ki se spreminja vzdolº krivulje, je valovno ²tevilo k. b) Linearna
£asovna odvisnost znotrajceli£nega (v) in medceli£nega preskakovalnega integrala
(w). d) Kroºnica, ki jo opi²e konica vektorja d(k), ko valovno ²tevilo prete£e prvo
Brillouinovo cono, ob £asih t = 0 in t = T = 100.
12Tolik²njo, da nadaljnje zmanj²evanje £asovnega koraka ne vpliva na rezultate simulacije.
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3 Sistem brez robov
3.1 Ovojno ²tevilo
Pri sistemu brez robov nas zanima £asovna odvisnost ovojnega ²tevila, ki je v osnov-
nem stanju v trivialni fazi enako 0, v topolo²ki pa 1. Slika 16 prikazuje £asovno od-
visnost ovojnega ²tevila propagiranega sistema, podanega z ena£bo (2.8), pri defor-
maciji parametrov a) iz trivialnega v topolo²ki reºim in b) iz topolo²kega v trivialni
reºim. Rde£a £rtkana £rta ozna£uje konec deformacije, £rna £rtkana £rta pa ovojno
²tevilo popolnoma zasedenega valen£nega pasu trenutnega hamiltonjana.
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Slika 16: asovna odvisnost ovojnega ²tevila propagiranega sistema pri po£asni
deformaciji parametrov hamiltonjana a) iz trivialnega v topolo²ki reºim in b) iz
topolo²kega v trivialni reºim, T = 100. rna £rtkana £rta prikazuje ovojno ²tevilo
popolnoma zasedenega valen£nega pasu trenutnega hamiltonjana, rde£a £rtkana £rta
pa ozna£uje konec deformacije.
Po prehodu kriti£ne to£ke pri vrednosti razmerja preskakovalnih integralov v = 1
za£ne ovojno ²tevilo propagiranega sistema skakati okrog ovojnega ²tevila popol-
noma zasedenega valen£nega pasu trenutnega hamiltonjana z amplitudo 1. Slika 17
prikazuje projekcije pri£akovanih vrednosti psevdospina na ravnino xy (ovojno ²te-
vilo propagiranega sistema namre£ izra£unamo kot ovojno ²tevilo krivulje, ki jo
opi²e projekcija pri£akovane vrednosti psevdospina na ravnino xy, ko valovno ²te-
vilo prete£e prvo Brillouinovo cono, okrog izhodi²£a koordinatnega sistema) v ²tirih
trenutkih deformacije iz trivialnega v topolo²ki reºim. Parameter, ki se spreminja
vzdolº krivulje, je valovno ²tevilo k. rna £rtkana £rta prikazuje kroºni lok, ki ga
opi²e konica vektorja d(k), ko valovno ²tevilo prete£e prvo Brillouinovo cono.
Na zgornjem levem grafu se ovojno ²tevilo propagiranega sistema ujema z ovoj-
nim ²tevilom popolnoma zasedenega valen£nega pasu hamiltonjana v trivialni fazi,
ν(t1) = 0. Na zgornjem desnem grafu ovojno ²tevilo propagiranega sistema ostaja
nespremenjeno, ν(t2) = 0, £eprav so vrednosti parametrov hamiltonjana ºe v to-
polo²kem reºimu. Na spodnjem levem grafu ovojno ²tevilo propagiranega sistema
ni dobro definirano, saj krivulja, ki jo opi²e projekcija pri£akovane vrednosti psev-
dospina na ravnino xy, ko valovno ²tevilo prete£e prvo Brillouinovo cono, poteka
skozi izhodi²£e koordinatnega sistema: £as t3 ustreza trenutku, ko ovojno ²tevilo
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propagiranega sistema sko£i z 0 na 2. Na spodnjem desnem grafu je ovojno ²tevilo
propagiranega sistema enako 2.
Na spodnjem levem grafu slike 17 projekcija pri£akovane vrednosti psevdospina
na ravnino xy naenkrat izgine pri dveh vrednostih valovnega ²tevila (zato se ovojno
²tevilo spremeni za 2 in ne npr. za 1). To pomeni, da je ob £asu t3 pri£akovana





























t4 = 58.80, v4 = 0.868
Slika 17: Projekcije pri£akovane vrednosti psevdospina na ravnino xy v ²tirih trenut-
kih po£asne deformacije parametrov hamiltonjana iz trivialnega v topolo²ki reºim,
T = 100. rna £rtkana £rta prikazuje kroºni lok, ki ga opi²e konica vektorja d(k),
ko valovno ²tevilo prete£e prvo Brillouinovo cono. Ustrezajo£a £asovna odvisnost
ovojnega ²tevila propagiranega sistema je prikazana na sliki 16a.
Opaºeno obna²anje ovojnega ²tevila propagiranega sistema je kvalitativno dru-
ga£no kot obna²anje Chernovega ²tevila, predstavljeno v literaturi: Chernovo ²tevilo
se je namre£ ohranjalo. Zato nas zanima, ali se ovojno ²tevilo propagiranega sistema
ne ohranja v splo²nem ali pa se z dovolj po£asno deformacijo morda lahko izognemo
dvigu pri£akovane vrednosti psevdospinov iz ravnine xy pri vseh vrednostih valov-
nega ²tevila (in tako prepre£imo skakanje ovojnega ²tevila propagiranega sistema),
tudi £e kon£amo v topolo²ko druga£nem reºimu, kot smo za£eli.
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3.1.1 Precesija psevdospinov
Najprej si zamislimo trenuten preklop za£etnega Blochovega hamiltonjana Hˆ(k)
modela SSH v kon£ni Blochov hamiltonjan Hˆ ′(k) ob £asu τ = 0. Predpostavimo
d(k), d′(k) ̸= 0 ∀k, kar pomeni, da je tako na za£etku kot tudi na koncu med va-
len£nim in prevodnim pasom energijska reºa. To zagotavlja, da je smer vektorjev
d(k) in d′(k) dobro definirana pri vseh vrednostih valovnega ²tevila. e za za£e-
tno stanje izberemo osnovno stanje za£etnega hamiltonjana Hˆ(k), bo ob kasnej²ih
£asih (τ > 0) pri£akovana vrednost projekcije psevdospina pri vrednosti valovnega
²tevila k nihala kot
⟨σˆz⟩ (k, τ) = sin [∆ϕ(k)] sin [2d′(k)τ ] , (3.1)
pri £emer je ∆ϕ(k) kot med vektorjema d′(k) in d(k) (slika 18). Rezultat (3.1)
ne presene£a: zamislimo si homogeno magnetno polje −d in magnetni dipolni mo-
ment, ki na za£etku kaºe v nasprotni smeri magnetnega polja. e v nekem trenutku
spremenimo smer magnetnega polja, bo magnetni dipolni moment za£el precedirati
okrog nove smeri magnetnega polja pod kotom ∆ϕ, za katerega smo zasukali ma-
gnetno polje. Enako se zgodi s pri£akovano vrednostjo spina 1/2, ki je na za£etku v
osnovnem stanju za£etnega hamiltonjana Hˆ = d · σˆ.
Ali lahko z dovolj majhno deformacijo hamiltonjana pri vseh vrednostih va-
lovnega ²tevila poljubno omejimo kot precesije ∆ϕ(k) in z njim dvig pri£akovane
vrednosti psevdospina iz ravnine xy ter tako prepre£imo skakanje valovnega ²tevila
propagiranega sistema?
(a) ν ′ = ν (b) ν ′ ̸= ν
Slika 18: Skica dveh vrst trenutnih preklopov parametrov hamiltonjana: takega, ki
ohranja ovojno ²tevilo, in takega, ki ga ne.
Izkaºe se, da je to mogo£e le v primerih, ko lahko za£etni hamiltonjan adia-
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batsko13 deformiramo v kon£ni hamiltonjan. To pa lahko naredimo, le £e defor-
macija ohranja ovojno ²tevilo popolnoma zasedenega valen£nega pasu hamiltonjana
(slika 18a).
e deformacija spremeni ovojno ²tevilo popolnoma zasedenega valen£nega pasu
hamiltonjana (slika 18b), za poljuben kot α ∈ (−π, π] obstaja vrednost valovnega
²tevila k, tako da ∆ϕ(k) = α. Pri kc, ∆ϕ(kc) = π/2, pri£akovana vrednost psev-
dospina precedira v ravnini, pravokotni na ravnino xy: njena projekcija na ravnino
xy izgine dvakrat na periodo in ovojno ²tevilo propagiranega sistema se spremeni.
Frekvenca skakanja ovojnega ²tevila propagiranega sistema je enaka dvakratniku
frekvence precesije pri£akovane vrednosti psevdospina pri kc, ta pa je enaka ²irini
energijske reºe med valen£nim in prevodnim pasom pri kc.
Spoznanje posplo²imo ²e na po£asno deformacijo parametrov hamiltonjana: de-
formacija preko kriti£ne to£ke ne more biti dovolj po£asna, da bi ohranjala ovojno
²tevilo propagiranega sistema. Kak²na pa je frekvenca skakanja ovojnega ²tevila
propagiranega sistema po koncu deformacije? Ocenili jo bomo s pomo£jo formule
Landaua in Zenerja [23].
3.1.2 Formula Landaua in Zenerja





ki se s £asom spreminja tako, da je energijska razlika med diabatskima nivojema
(slika 19) linearna funkcija £asa, 1/ℏ · (ϵ1− ϵ2) = αt, sklopitev pa je £asovno neodvi-
sna, ϵ˙12 = 0, analiti£en rezultat za verjetnost prehoda med stanjema podaja formula
Landaua in Zenerja. e je sistem ob £asu t = −∞ v osnovnem stanju, ga ob £asu
t =∞ v vzbujenem stanju najdemo z verjetnostjo [23]
P = e−2πγ, γ =
1




Slika 19: Energijski nivoji
pri prehodu Landaua in Ze-
nerja. Polni £rti ustrezata
lastnima energijama E1 in
E2, £rtkani pa diabatskima
nivojema z energijo ϵ1 oz. ϵ2.
Izrezano iz [23].
Blochov hamiltonjan modela SSH, Hˆ(k) = (v+w cos k) σˆx+w sin k σˆy, z rotacijo
koordinatnega sistema prepi²emo v
Hˆ ′(k, t) = [v(t) + cos k] σˆz + sin k σˆx =
[
v(t) + cos k sin k
sin k −v(t)− cos k
]
.
13Deformacija parametrov mora biti zvezna, ohranjati mora kiralno simetrijo, pri tem pa ne sme
zapreti energijske reºe med valen£nim in prevodnim pasom.
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Postavili smo w = 1 in upo²tevali, da je znotrajceli£ni preskakovalni integral v
£asovno odvisen. Za linearno £asovno odvisnost parametra v se problem to£no
prevede na prehod Landaua in Zenerja: £e je delec ob £asu t = −∞ v valen£nem
pasu, ga ob £asu t =∞ v prevodnem pasu najdemo z verjetnostjo





Graf a) na sliki 20 prikazuje verjetnost za prehod iz valen£nega v prevodni pas. S £rt-
kano £rto je prikazana verjetnost Landaua in Zenerja (LZ), podana z izrazom (3.2),
s polno pa numeri£ni rezultat (num.) pri deformaciji (2.10) iz trivialnega v topolo²ki
reºim za v(0) = 1,75, v(T ) = 0,25 in T = 100. Graf b) prikazuje absolutno vrednost
odstopanja med obema na£inoma izra£una, ki je posledica kon£nega trajanja defor-
macije. Neujemanje je izrazito v okolici k = 0: £e bi deformacijo nadaljevali, bi se
pri k = 0 pri vrednosti parametra v = −1 namre£ ponovno zaprla energijska reºa.
























Slika 20: a) Verjetnost za prehod iz valen£nega v prevodni pas. rtkana £rta pri-
kazuje verjetnost Landaua in Zenerja (LZ), polna pa numeri£ni rezultat (num.).
b) Absolutna vrednost odstopanja med obema na£inoma izra£una. Po£asna defor-
macija parametrov hamiltonjana iz trivialnega v topolo²ki reºim za v(0) = 1,75,
v(T ) = 0,25 in T = 100.
Vrednost valovnega ²tevila kc = π− δkc, pri kateri pri£akovana vrednost psevdo-
spina po koncu deformacije precedira v ravnini, pravokotni na ravnino xy, je tista,
pri kateri verjetnost za prehod iz valen£nega v prevodni pas zna²a P (kc) = 1/2,





Re²itve so ²tiri, dve v okolici k = 0 in dve v okolici k = π. V na²em primeru sta
smiselni le slednji,






Ker je disperzijska relacija simetri£na okrog k = π, je ²irina energijske reºe med
valen£nim in prevodnim pasom pri kc1 in k
c
2 enaka. Rezultat (3.3) nam pove, da £im
po£asnej²a je deformacija, tem bliºje je kriti£na vrednost valovnega ²tevila vrednosti
π in tem bliºje je po koncu deformacije frekvenca skakanja ovojnega ²tevila propa-
giranega sistema dvakratniku energijske reºe med valen£nim in prevodnim pasom
4|v(T )− 1| kon£nega hamiltonjana.
V na²em primeru v izraz (3.3) vstavimo |v˙| = 0,015 in dobimo δkc1,2 ≈ ±0,0575,
kot je razvidno tudi z grafa a) na sliki 21. Graf b) pa prikazuje projekcijo pri£akovane
vrednosti psevdospina pri kc1 na ravnino xy med deformacijo; £rna pu²£ica ozna£uje























Slika 21: a) Verjetnost za prehod iz valen£nega v prevodni pas. b) Projekcija pri£a-
kovane vrednosti psevdospina pri kc1 ≈ π − 0,0575 na ravnino xy med po£asno de-
formacijo parametrov hamiltonjana iz trivialnega v topolo²ki reºim za v(0) = 1,75,
v(T ) = 0,25 in T = 100. rna pu²£ica ozna£uje pri£akovano vrednost psevdospina
ob £asu t = 0.
Na sliki 22 je prikazana £asovna odvisnost verjetnosti, da psevdospin pri kc1 naj-
demo v vzbujenem stanju, na intervalu t ∈ [T/2, T ]. Opazimo oscilacije, katerih
frekvenca se ujema s frekvenco skakanja ovojnega ²tevila propagiranega sistema,
prikazanega s £rno £rtkano £rto. Pri ostalih vrednostih valovnega ²tevila, pri katerih
deformacija povzro£i prehod iz osnovnega v vzbujeno stanje, sicer ravno tako opa-
zimo oscilacije: povpre£na vrednost in amplituda oscilacij sta odvisni od valovnega
²tevila, poleg tega pa opazimo tudi fazni zamik glede na oscilacije pri kc1. Pri tem
poudarimo, da po koncu deformacije ovojno ²tevilo propagiranega sistema ²e naprej
ska£e, medtem ko je verjetnost, da psevdospin najdemo v vzbujenem stanju, v £asu
konstantna.
Do sedaj smo obravnavali le £asovno odvisnost ovojnega ²tevila propagiranega
sistema. Kaj pa se med deformacijo (iz trivialnega v topolo²ki reºim) dogaja z
drugimi koli£inami, npr. z energijo?
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Slika 22: asovna odvisnost verjetnosti, da psevdospin pri kc1 najdemo v vzbujenem
stanju, na intervalu t ∈ [T/2, T ]. rna £rtkana £rta prikazuje £asovno odvisnost
ovojnega ²tevila propagiranega sistema. Po£asna deformacija parametrov hamilto-
njana iz trivialnega v topolo²ki reºim, T = 100.
3.2 Energija sistema
Poglejmo torej, kako deformacija iz trivialnega v topolo²ki reºim vpliva na energijo
sistema N delcev14, ki je ob £asu t = 0 v osnovnem stanju. Slednjo izra£unamo kot
vsoto pri£akovanih vrednosti energije v zasedenih enodel£nih stanjih.
Graf a) na sliki 23 prikazuje £asovno odvisnost odstopanja energije propagiranega
sistema (prop.) od energije valen£nega pasu trenutnega hamiltonjana (os.), ∆E =
Eprop. −Eos., prera£unanega na delec. Po prehodu kriti£ne to£ke v = 1 ob £asu t =
T/2 odstopanje do konca deformacije nara²£a15 pribliºno linearno, kar je posledica
linearne £asovne odvisnosti razmerja preskakovalnih integralov (2.10). O tem pri£a
tudi vstavljeni graf, ki prikazuje isto odvisnost, le da za zvonasto £asovno odvisnost
razmerja, v(t) = v(0)+[v(T )−v(0)] sin2(π/2 ·t/T ). Pri slednjem odstopanje namre£
nara²£a pribliºno zvonasto.
Na grafu b) slike 23 je prikazana odvisnost ∆E/N z od²teto najbolje prilega-
jo£o se premico v drugi polovici deformacije (na intervalu t ∈ [T/2, T ]). Razkriva
oscilacije, katerih frekvenca se ujema s frekvenco skakanja ovojnega ²tevila propagi-
ranega sistema (£rna £rtkana £rta). To se sklada s £asovno odvisnostjo verjetnosti,
da psevdospine pri valovnih ²tevilih v okolici k = π najdemo v vzbujenem stanju
(slika 22).
14Ra£unala sem z N = 1000 in se prepri£ala, da pri ve£jih N rezultati izgledajo enako.
15Zaradi ²irjenja energijske reºe, katere ²irina je linearna funkcija razmerja preskakovalnih inte-
gralov.
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Slika 23: a) asovna odvisnost odstopanja energije propagiranega sistema od ener-
gije valen£nega pasu trenutnega hamiltonjana, prera£unanega na delec. Vstavljeni
graf: za zvonasto £asovno odvisnost razmerja preskakovalnih integralov. Rde£a £rt-
kana £rta ozna£uje konec deformacije. b) Odvisnost na intervalu t ∈ [T/2, T ] z
od²teto najbolje prilegajo£o se premico. rna £rtkana £rta prikazuje £asovno od-
visnost ovojnega ²tevila propagiranega sistema. Po£asna deformacija parametrov
hamiltonjana iz trivialnega v topolo²ki reºim, T = 100.
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4 Omejen sistem
V prej²njem poglavju smo se ukvarjali s sistemom brez robov, ker pa se na mejah
med izolatorji z razli£nimi topolo²kimi invariantami pojavijo robna stanja, se bomo
v nadaljevanju osredoto£ili na omejen sistem, ki na obeh koncih meji na vakuum.
V trivialni fazi ni robnih stanj, v topolo²ki fazi pa na vsakem koncu verige najdemo
eno robno stanje z energijo v energijski reºi. Glavno vpra²anje, ki si ga bomo
zastavili, je vpliv deformacije iz trivialnega v topolo²ki reºim na zasedenost robnih
stanj kon£nega hamiltonjana.
Za za£etek si oglejmo spekter omejenega sistema  energijo enodel£nih stanj 
v odvisnosti od razmerja preskakovalnih integralov. Za dve razli£ni dolºini verige,
N = 10 in N = 100 osnovnih celic, je prikazan na sliki 24.





















Slika 24: Energija enodel£nih stanj hamiltonjana SSH (11) v odvisnosti od razmerja
preskakovalnih integralov za dve razli£ni dolºini verige, N = 10 in N = 100 osnovnih
celic.
V termodinamski limiti (N → ∞) sta robni stanji degenerirani z energijo E =
0 na celotnem intervalu v < 1, medtem ko sta v kon£nem sistemu robni stanji
degenerirani le v popolnoma dimerizirani limiti v = 0. Za 0 < v < 1 velikost
energije robnih stanj pojema eksponentno z dolºino verige.
Zanimalo nas bo, koliko je sistem po koncu deformacije podoben osnovnemu
stanju, kak²na je zasedenost robnih stanj ter kako na to vplivata velikost sistema
(od katere je odvisna energijska razlika med zasedenimi in nezasedenimi stanji) in
hitrost deformacije. Za za£etek bomo (kot pri sistemu brez robov) pogledali, kak²na
je £asovna odvisnost energije sistema: ali je obna²anje v omejenem sistemu podobno
kot v sistemu brez robov in kak²ne so razlike?
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4.1 Energija sistema
Poglejmo, kako deformacija iz trivialnega v topolo²ki reºim vpliva na energijo sis-
tema N delcev, ki je ob £asu t = 0 v osnovnem stanju. Pri£akujemo, da bo odsto-
panje energije propagiranega sistema od energije osnovnega stanja s pove£evanjem
sistema nara²£alo (ker je v bliºini kriti£ne to£ke energijska razlika med zasedenimi in
nezasedenimi enodel£nimi stanji tem manj²a, vzbuditev pa je tem ve£, £im dalj²a je
veriga) in se pribliºevalo odstopanju za sistem brez robov, prikazanemu na grafu a)
slike 2316.
Graf a) na sliki 25 prikazuje £asovno odvisnost odstopanja energije propagiranega
sistema (prop.) od energije osnovnega stanja pri trenutnih vrednostih parametrov
hamiltonjana (os.), ∆E = Eprop. − Eos., prera£unanega na delec, za dolºino verige
N = 20 osnovnih celic. Graf b) pa prikazuje odstopanje po koncu deformacije (t >
T ) v odvisnosti od dolºine verige. rna £rtkana £rta ozna£uje kon£no odstopanje v
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Slika 25: a) asovna odvisnost odstopanja energije propagiranega sistema od ener-
gije osnovnega stanja pri trenutnih vrednostih parametrov, prera£unanega na delec,
za dolºino verige N = 20 osnovnih celic. Rde£a £rtkana £rta ozna£uje konec defor-
macije. b) Odstopanje po koncu deformacije. rna £rtkana £rta ozna£uje kon£no
odstopanje v sistemu brez robov. Po£asna deformacija parametrov hamiltonjana iz
trivialnega v topolo²ki reºim, T = 100.
Graf b) potrjuje pri£akovanje: s pove£evanjem sistema kon£no odstopanje na-
ra²£a, vendar pa je tudi pri dolºini verige N = 100 ²e precej dale£ od kon£nega
odstopanja v sistemu brez robov. Na grafu a) poleg nara²£anja odstopanja s £asom
opazimo tudi oscilacije. Ker je odstopanje energije propagiranih enodel£nih stanj od
energije lastnih stanj trenutnega hamiltonjana najve£je za nizkoenergijska enodel£na
stanja, si oglejmo £asovno odvisnost odstopanja za najvi²je zasedeno enodel£no sta-
nje (ki v topolo²ki fazi ustreza robnemu stanju z negativno energijo), ∆Erob.
16Pri£akujemo, da bo v termodinamski limiti odstopanje v omejenem sistemu enako odstopanju
v sistemu brez robov, saj s pove£evanjem omejenega sistema vse ve£ji del sistema predstavlja njegov
osrednji del, robni stanji pa sta ne glede na dolºino verige dve.
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Slika 26 za razli£ne velikosti sistema prikazuje £asovno odvisnost odstopanja
energije propagiranega najvi²jega zasedenega enodel£nega stanja od energije ustre-
zajo£ega lastnega stanja trenutnega hamiltonjana v drugi polovici deformacije z
od²teto najbolje prilegajo£o se premico.
Z grafa a) je razvidno, da je v manj²ih sistemih (N = 20) frekvenca oscilacij
pribliºno enaka polovici frekvence oscilacij v ve£jih sistemih (N = 100). Kot se
lahko prepri£amo ob pogledu na graf b), pa se frekvenca oscilacij v ve£jih sistemih
ujema s frekvenco oscilacij v neskon£nem sistemu oz. s frekvenco skakanja ovojnega
²tevila propagiranega sistema. Tega trenutno ne razumemo.
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Slika 26: a) asovna odvisnost odstopanja energije propagiranega najvi²jega za-
sedenega enodel£nega stanja od energije ustrezajo£ega lastnega stanja trenutnega
hamiltonjana v drugi polovici deformacije z od²teto najbolje prilegajo£o se premico
za dolºino verige N = 20, 40 in 100 osnovnih celic. b) Odvisnost za dolºino verige
N = 100 osnovnih celic. rna £rtkana £rta prikazuje £asovno odvisnost ovojnega
²tevila propagiranega sistema. Po£asna deformacija parametrov hamiltonjana iz
trivialnega v topolo²ki reºim, T = 100.
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4.2 Prekrivanje Slaterjevih determinant
Verjetnost, da propagirani sistem najdemo v nekem referen£nem stanju, podaja kva-
drat absolutne vrednosti skalarnega produkta Slaterjeve determinante referen£nega
stanja in propagirane Slaterjeve determinante. S c†i ozna£imo fermionske kreacijske
operatorje17 v referen£na enodel£na stanja |ψref.i ⟩, z d†i pa kreacijske operatorje v
propagirana enodel£na stanja |ψprop.i ⟩ za i = 1 . . . 2N . Skalarni produkt Slaterjeve
determinante referen£nega stanja, |ψref.⟩ = c†1 . . . c†N |0⟩, s propagirano Slaterjevo
determinanto, |ψprop.⟩ = d†1 . . . d†N |0⟩, izra£unamo kot determinanto matrike skalar-
nih produktov zasedenih propagiranih enodel£nih stanj z referen£nimi enodel£nimi
stanji,
⟨ψref.|ψprop.⟩ = ⟨0|cN . . . c1d†1 . . . d†N |0⟩
= ⟨0|cN . . . c1
(
⟨ψref.1 |ψprop.1 ⟩ c†1 + . . .+ ⟨ψref.2N |ψprop.1 ⟩ c†2N
)
...(





⟨ψref.1 |ψprop.1 ⟩ ⟨ψref.1 |ψprop.2 ⟩ . . . ⟨ψref.1 |ψprop.N ⟩
⟨ψref.2 |ψprop.1 ⟩ ⟨ψref.2 |ψprop.2 ⟩
...
... . . .
⟨ψref.N |ψprop.1 ⟩ . . . ⟨ψref.N |ψprop.N ⟩
⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐ .
Da bi ugotovili, s kolik²no verjetnostjo najdemo sistem v za£etnem stanju oz. osnov-
nem stanju pri kon£nih vrednostih parametrov, za referen£no stanje vzamemo za-
£etno stanje oz. osnovno stanje pri kon£nih vrednostih parametrov. Zaradi kon£ne
natan£nosti, s katero ra£unamo, imamo pri izra£unu slednjega teºavo z degeneracijo
robnih stanj. Re²itev je opisana v dodatku B.
Graf a) na sliki 27 za razli£ne velikosti sistema prikazuje £asovno odvisnost kva-
drata absolutne vrednosti skalarnega produkta Slaterjevih determinant med defor-
macijo iz trivialnega v topolo²ki reºim. Prekrivanje z za£etnim stanjem (£rtkane
£rte) kmalu po prehodu kriti£ne to£ke v = 1 ob £asu t = T/2 pade na ni£, medtem
ko za£ne prekrivanje z osnovnim stanjem pri kon£nih vrednostih parametrov (polne
£rte) po prehodu kriti£ne to£ke nara²£ati. im ve£ji je sistem, tem prej prekrivanje z
za£etnim stanjem pade na ni£ in tem manj naraste prekrivanje z osnovnim stanjem
pri kon£nih vrednostih parametrov. Tudi v £asovni odvisnosti slednjega opazimo
oscilacije.
Graf b) na sliki 27 pa prikazuje odvisnost kvadrata absolutne vrednosti kon£-
nega skalarnega produkta od velikosti sistema. Kon£ni skalarni produkt z za£etnim
stanjem je pri vseh velikostih sistema blizu ni£, kon£ni skalarni produkt z osnovnim
stanjem pri kon£nih vrednostih parametrov pa z velikostjo sistema pada.
Kako pa je kon£no prekrivanje propagiranega sistema z osnovnim stanjem pri
kon£nih vrednostih parametrov odvisno od trajanja deformacije T?
17Fermionski operatorji zado²£ajo antikomutacijskim relacijam {cˆi, cˆ†j} = δij in {cˆ†i , cˆ†j} =
{cˆi, cˆj} = 0.
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Slika 27: a) asovna odvisnost kvadrata absolutne vrednosti skalarnega produkta
Slaterjevih determinant za dolºino verige N = 20, 40 in 100 osnovnih celic. Rde£a
£rtkana £rta ozna£uje konec deformacije. b) Kvadrat absolutne vrednosti skalarnega
produkta Slaterjevih determinant po koncu deformacije v odvisnosti od dolºine ve-
rige. rtkane £rte (na obeh grafih) predstavljajo prekrivanje propagiranega sistema
z za£etnim stanjem, polne pa prekrivanje propagiranega sistema z osnovnim stanjem
pri kon£nih vrednostih parametrov. Po£asna deformacija parametrov hamiltonjana
iz trivialnega v topolo²ki reºim, T = 100.
Z grafa a) na sliki 28 je razvidno, da kon£no odstopanje absolutne vrednosti
skalarnega produkta Slaterjevih determinant od 1 pada eksponentno s trajanjem
deformacije. V odvisnosti od hitrosti deformacije opazimo dva reºima: £e je defor-
macija dovolj po£asna, sistem ostane v osnovnem stanju trenutnega hamiltonjana,
v nasprotnem primeru pa pride do prehodov v nezasedena enodel£na stanja. Na
grafu b) je prikazana odvisnost karakteristi£nega £asa τ od dolºine verige. Modre
to£ke ustrezajo trajanju deformacije τ ′, pri katerem odstopanje pade na e−1 (poiskala
sem ga z bisekcijo), oranºne pa predstavljajo rezultat linearne regresije odstopanja
za ²tiri enakomerno razmaknjena trajanja na intervalu [τ ′, 2τ ′]: karakteristi£ni £as
izra£unamo iz naklona premice18. Opazimo, da skalira s kvadratom velikosti sistema.
18Kon£no odstopanje od 1 namre£ pada eksponentno za dovolj po£asne deformacije.
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Slika 28: a) Kon£no odstopanje absolutne vrednosti skalarnega produkta Slaterjeve
determinante propagiranega sistema in Slaterjeve determinante osnovnega stanja
pri kon£nih vrednostih parametrov od 1 v odvisnosti od trajanja deformacije iz
trivialnega v topolo²ki reºim za dolºino verige N = 20, 40 in 100 osnovnih celic.
b) Odvisnost karakteristi£nega £asa od dolºine verige za dolºine verige od 10 do 100
osnovnih celic. Modre to£ke ustrezajo trajanju deformacije τ ′, pri katerem odsto-
panje pade na e−1, oranºne pa predstavljajo rezultat linearne regresije odstopanja
za ²tiri enakomerno razmaknjena trajanja na intervalu [τ ′, 2τ ′]: karakteristi£ni £as
izra£unamo iz naklona premice. v(0) = 1,75 in v(T ) = 0,25.
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4.3 Zasedenost podprostora robnih stanj
Glavno, kar nas zanima pri omejenem topolo²kem sistemu, pa je dogajanje na robu.
Kako deformacija iz trivialnega v topolo²ki reºim vpliva na zasedenost robnih stanj?
O slednji bomo sklepali iz reducirane gostotne matrike propagirane Slaterjeve de-
terminante v podprostoru dvodel£nih robnih stanj ρˆrob.
4.3.1 Reducirana gostotna matrika in njen izra£un
e je kvantnomehanski sistem v stanju |ψ⟩, pri£akovano vrednost opazljivke Aˆ
izra£unamo kot ⟨Aˆ⟩ = ⟨ψ|Aˆ|ψ⟩. Gostotno matriko ρˆ definiramo tako, da velja
⟨Aˆ⟩ = sl(ρˆAˆ), pri £emer sl ozna£uje sled: ρˆ = |ψ⟩ ⟨ψ| [21]. Tako definirana gostotna
matrika je po definiciji hermitska, ρˆ† = ρˆ, poleg tega pa velja sl ρˆ = 1 in ρˆ2 = ρˆ. e
lahko zapi²emo ρˆ = |ψ⟩ ⟨ψ|, je sistem v £istem stanju.
e pa sistem z verjetnostjo pi < 1 najdemo v stanju |ψi⟩,
∑
i pi = 1, pravimo,
da je sistem v me²anem stanju. Pri£akovano vrednost opazljivke Aˆ v tem primeru
izra£unamo kot ⟨Aˆ⟩ =∑i pi ⟨ψi|Aˆ|ψi⟩ oz. ⟨Aˆ⟩ = sl(ρˆAˆ), £e gostotno matriko defini-
ramo kot ρˆ =
∑
i pi |ψi⟩ ⟨ψi|. e vedno velja slρˆ = 1, vendar pa ρˆ2 ̸= ρˆ in sl ρˆ2 < 1.
Kriterij, da je sistem v £istem oz. me²anem stanju, je tako sl ρˆ2 = 1 oz. sl ρˆ2 < 1.
e je sistem sestavljen iz dveh podsistemov z ortonormiranimi stanji {|1n⟩} in
{|2m⟩}, splo²no £isto stanje v direktnem produktu Hilbertovih podprostorov za-
pi²emo kot |ψ⟩ = ∑n,m cnm |1n⟩ |2m⟩, pri £emer ∑n,m |cnm|2 = 1, s pripadajo£o
gostotno matriko







n′m′ |1n⟩ |2m⟩ ⟨1n′| ⟨2m′| .
Pri£akovano vrednost opazljivke Aˆ, ki se v drugem Hilbertovem podprostoru obna²a
















S sli smo ozna£ili sled po i-tem Hilbertovem podprostoru, z ρˆ1 pa reducirano gostotno
matriko v prvem Hilbertovem podprostoru. Izkaºe se, da velja ρˆ21 = ρˆ1 in sl1 ρˆ
2
1 = 1,
le £e je stanje |ψ⟩ direktni produkt £istega stanja iz prvega Hilbertovega podprostora
|ψ1⟩ in £istega stanja iz drugega Hilbertovega podprostora |ψ2⟩, |ψ⟩ = |ψ1⟩ |ψ2⟩. V
nasprotnem primeru je ρˆ1 gostotna matrika me²anega stanja: £e gostotno matriko
sistema povpre£imo po podsistemu, iz £istega stanja v splo²nem dobimo me²ano
stanje.
I²£emo reducirano gostotno matriko propagirane Slaterjeve determinante v ²ti-
rirazseºnem podprostoru kon£nih dvodel£nih robnih stanj |00⟩, |01⟩ = c†N+1 |00⟩,
|10⟩ = c†N |00⟩ in |11⟩ = c†Nc†N+1 |00⟩. S c†N in c†N+1 smo ozna£ili kreacijska opera-





⟨(1− nˆN) (1− nˆN+1)⟩
⟨(1− nˆN) nˆN+1⟩ ⟨c†NcN+1⟩












pri £emer smo ozna£ili nˆi = c
†
ici in ni = ⟨nˆi⟩. Pri£akovane vrednosti ra£unamo v
propagirani Slaterjevi determinanti |ψprop.⟩,
⟨c†icj⟩ = ⟨ψprop.|c†icj|ψprop.⟩
= ⟨0|dN . . . d1c†icjd†1 . . . d†N |0⟩
= ⟨0|dN . . . d1
(
⟨ψprop.1 |ψos.i ⟩ d†1 + . . .+ ⟨ψprop.2N |ψos.i ⟩ d†2N
)




⟨ψprop.k |ψos.i ⟩ ⟨ψprop.k |ψos.j ⟩∗ .
(4.3)
4.3.2 Popolnoma dimerizirani limiti
Najprej preverimo, kako reducirana gostotna matrika ρˆrob izgleda v osnovnem stanju
N delcev v popolnoma dimeriziranih limitah. S c†N in c
†
N+1 ozna£imo kreacijska
operatorja v enodel£ni stanji |1, A⟩ in |N,B⟩. V popolnoma dimerizirani limiti
topolo²ke (top.) faze, v = 0, je en delec v robnem stanju, npr. v |1, A⟩: od tod








Ker je osnovno stanje v topolo²ki limiti direktni produkt £istega stanja |10⟩ v pod-






V popolnoma dimerizirani limiti trivialne (triv.) faze, w = 0, bosta zasedeni
(ustrezno normirani) enodel£ni stanji |1, A⟩ − |1, B⟩ in |N,A⟩ − |N,B⟩: od tod
nN = nN+1 = 1/2 in ⟨c†NcN+1⟩ = 0 ter














= 1/4. Kljub temu da med lastnimi stanji hamilto-
njana v trivialni fazi ni robnih stanj, je pri£akovano ²tevilo delcev na robu enako 1.
4.3.3 Po£asna deformacija
Slika 29 prikazuje £asovno odvisnost (diagonalnih) elementov reducirane gostotne
matrike propagiranega sistema v podprostoru dvodel£nih robnih stanj (4.2) med
deformacijo iz trivialnega v topolo²ki reºim za dolºino verige N = 20 osnovnih
celic. V za£etnem stanju  osnovnem stanju v trivialni fazi  so diagonalni elementi
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Slika 29: asovna odvisnost elementov reducirane gostotne matrike propagiranega
sistema (4.2) v podprostoru kon£nih dvodel£nih robnih stanj za dolºino verige N =
20 osnovnih celic. Po£asna deformacija parametrov hamiltonjana iz trivialnega v
topolo²ki reºim, T = 100. Rde£a £rtkana £rta ozna£uje konec deformacije.
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e pred prehodom kriti£ne to£ke v = 1 ob £asu t = T/2 za£ne nara²£ati ver-
jetnost, da najdemo en delec v robnem stanju z negativno energijo in nobenega
v robnem stanju s pozitivno energijo, verjetnost, da najdemo en delec v robnem
stanju s pozitivno energijo in nobenega v robnem stanju z negativno energijo pa
za£ne padati. Po prehodu kriti£ne to£ke za£ne padati tudi verjetnost, da v robnih
stanjih najdemo dva oz. nobenega delca. V £asovnih odvisnostih opazimo oscilacije.
V dovolj velikih sistemih deformacija ohranja matri£ne elemente reducirane gosto-
tne matrike, kljub temu da je kon£no stanje propagiranega sistema ortogonalno na
za£etno stanje (slika 27).
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Slika 30: asovna odvisnost sledi kvadrata reducirane gostotne matrike propagira-
nega sistema v podprostoru dvodel£nih robnih stanj (4.1) za dolºino verige N = 20,
40 in 100 osnovnih celic. Po£asna deformacija parametrov hamiltonjana iz trivial-
nega v topolo²ki reºim, T = 100. Rde£a £rtkana £rta ozna£uje konec deformacije.














Slika 31: Sled kvadrata reducirane gostotne matrike propagiranega sistema v pod-
prostoru dvodel£nih robnih stanj (4.1) po koncu deformacije v odvisnosti od dolºine
verige. Po£asna deformacija parametrov hamiltonjana iz trivialnega v topolo²ki
reºim za v(0) = 1,75, v(T ) = 0,25 in T = 100.
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Kriterij £istosti stanja v podprostoru kon£nih dvodel£nih robnih stanj predstavlja
sled kvadrata reducirane gostotne matrike. Njeno £asovno odvisnost za razli£ne
velikosti sistema prikazuje slika 30. Slika 31 pa prikazuje sled po koncu deformacije
v odvisnosti od dolºine verige. im ve£ji je sistem, tem manj deformacija o£isti
za£etno stanje: za dolºino verige N ≳ 50 se sled ohranja.
Kako pa je kon£na sled odvisna od hitrosti deformacije? Graf a) na sliki 32
prikazuje odvisnosti za razli£ne velikosti sistema, graf b) pa odvisnost karakteristi£-
nega trajanja deformacije τ , pri katerem kon£na sled doseºe aritmeti£no sredino med
najmanj²o (1/4) in najve£jo (1) moºno vrednostjo (ozna£uje jo £rna £rtkana £rta),
od dolºine verige (poiskala sem ga z bisekcijo). Karakteristi£ni £as spet skalira s
kvadratom velikosti sistema.





























Slika 32: a) Kon£na sled kvadrata reducirane gostotne matrike propagiranega sis-
tema v podprostoru dvodel£nih robnih stanj (4.1) v odvisnosti od trajanja deforma-
cije iz trivialnega v topolo²ki reºim za dolºino verige N = 20, 40 in 100 osnovnih
celic, v(0) = 1,75 in v(T ) = 0,25. rna £rtkana £rta ozna£uje aritmeti£no sredino
med najmanj²o in najve£jo moºno vrednostjo. b) Odvisnost karakteristi£nega £asa
od dolºine verige za dolºino verige od 10 do 100 osnovnih celic.
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4.4 Karakteristi£ni £as
Karakteristi£no trajanje deformacije iz trivialnega v topolo²ki reºim, pri katerem
odstopanje absolutne vrednosti prekrivanja propagiranega sistema z osnovnim sta-
njem pri kon£nih vrednostih parametrov od 1 pade na e−1 oz. kon£na sled kvadrata
reducirane gostotne matrike propagiranega sistema v podprostoru dvodel£nih rob-
nih stanj doseºe aritmeti£no sredino med najmanj²o in najve£jo moºno vrednostjo,
skalira s kvadratom velikosti sistema.
Spreminjanje pri£akovane vrednosti opazljivk med deformacijo je posledica pre-
hodov iz zasedenih v nezasedena enodel£na stanja. Naivno bi pri£akovali, da bodo
pomembni prehodi med tistimi nivoji, ki so razmaknjeni za manj kot inverz trajanja
deformacije (do konstantnega predfaktorja natan£no). Skaliranje karakteristi£nega
£asa naj bi dolo£ala energijska razlika, ki lo£i zasedena stanja od nezasedenih, torej
energijska razlika med stanjem z najmanj negativno energijo, ki mu pripi²emo in-
deks N , in stanjem N +2 (energijska razlika med stanjema N − 1 in N +1 je, ker je
spekter simetri£en, enaka energijski razliki med stanjema N in N +2). Prehodi med
sosednjimi nivoji namre£ niso mogo£i zaradi simetrije (dodatka A in B). Vendar pa
omenjena energijska razlika razen v kriti£ni to£ki, kjer skalira kot 1/N (in ne kot
1/N2), v dovolj velikih sistemih sploh ni odvisna od dolºine verige (slika 33).
Slika 33: Energijska razlika med enodel£-
nima stanjema N in N + 1 v odvisnosti
od dolºine verige v kriti£ni to£ki (v = 1)
in izven nje za dolºine verige od 10 do 100
osnovnih celic.



















S slike 23 razberemo, da se v trivialnem reºimu energija propagiranega sistema
ujema z energijo valen£nega pasu trenutnega hamiltonjana. Do prehodov iz zase-
denih stanj (z negativno energijo) v prazna stanja (s pozitivno energijo) torej pride
²ele v bliºini kriti£ne to£ke. Po prehodu kriti£ne to£ke se energijska razlika med
valen£nim in prevodnim pasom pove£uje enako kot se je pred prehodom kriti£ne
to£ke zmanj²evala (desni graf na sliki 24  s to razliko, da sta v omejenem sistemu
v topolo²ki fazi na sredini energijske reºe ²e robni stanji). Do nadaljnjih prehodov
med valen£nim in prevodnim pasom naj zato kmalu po prehodu kriti£ne to£ke ne
bi pri²lo. Iz istega razloga naj pri po£asni deformaciji kmalu po prehodu kriti£ne
to£ke ne bi pri²lo do nadaljnjih prehodov med robnima stanjema trenutnega hamil-
tonjana in ostalimi stanji  zakaj torej sled kvadrata reducirane gostotne matrike
propagiranega sistema ²e naprej nara²£a?
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Ne smemo pozabiti, da opazujemo dogajanje v podprostoru kon£nih robnih stanj,
ki niso enaka robnim stanjem trenutnega hamiltonjana; robni stanji trenutnega ha-
miltonjana s pribliºevanjem kon£nim vrednostim parametrov postajata vedno bolj
podobni kon£nima robnima stanjema. Zato si oglejmo ²e £asovno odvisnost sledi
kvadrata reducirane gostotne matrike propagiranega sistema v dvodel£nem podpro-
storu trenutnih robnih stanj (oz. v trivialni fazi najvi²jega stanja valen£nega pasu
in najniºjega stanja prevodnega pasu). Prikazuje jo slika 34.
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Slika 34: asovna odvisnost sledi kvadrata reducirane gostotne matrike propagira-
nega sistema v dvodel£nem podprostoru trenutnih robnih stanj za dolºino verige
N = 20, 40 in 100 osnovnih celic. Po£asna deformacija parametrov hamiltonjana iz
trivialnega v topolo²ki reºim, T = 100. Rde£a £rtkana £rta ozna£uje konec defor-
macije.
V podprostoru trenutnih robnih stanj naj bi bila deformacija kmalu po prehodu
kriti£ne to£ke adiabatska, pa (sode£ po grafih za dolºino verige N = 20 oz. 40)
o£itno ni. Kon£na vrednost sledi se sicer nakaºe ºe takoj po prehodu kriti£ne to£ke
pri v = 1 ob £asu t = T/2, vendar pa opazimo tudi oscilacije.
V sistemu brez robov s periodi£nimi robnimi pogoji se problem prevede na pre-
hod Landaua in Zenerja v dvonivojskem sistemu, ki dobro napove frekvenco skakanja
ovojnega ²tevila po koncu deformacije in pojasni opaºene oscilacije v £asovni odvi-
snosti energije propagiranega sistema. V omejenem sistemu je problem analogen
prehodu Landaua in Zenerja za primer kriºanja ve£ kot dveh diabatskih nivojev.
V primerno izbrani bazi hamiltonjan (v matri£ni obliki) z zmanj²anjem Hilberto-
vega prostora na podprostor ²tirih diabatskih stanj z najniºjo energijo razpade na
dva bloka, od katerih spet vsak ustreza prehodu Landaua in Zenerja med dvema
stanjema (gl. dodatek C). Ta napove skaliranje karakteristi£nega £asa s kvadratom




V tem delu smo obravnavali model Su-Schrieffer-Heeger (SSH), ki opisuje neinte-
ragirajo£e fermione brez spina na verigi. V osnovni celici sta dve mesti: lokalni
potencial je na obeh mestih enak, znotrajceli£ni in medceli£ni preskakovalni integral
pa se v splo²nem razlikujeta. Zato je med valen£nim in prevodnim pasom energijska
reºa. V osnovnem stanju je valen£ni pas popolnoma zaseden, prevodni pa popol-
noma prazen. Model SSH je primer enodimenzionalnega topolo²kega izolatorja, ki
ima eno trivialno in eno topolo²ko fazo. Topolo²ka invarianta, ki razlikuje med tri-
vialnim in topolo²kim izolatorjem, je ovojno ²tevilo (popoloma zasedenega pasu):
v trivialni fazi je enako ni£, v topolo²ki pa ena. Ovojno ²tevilo pove, kolikokrat se
pri£akovana vrednost psevdospina ovije okrog izhodi²£a koordinatnega sistema, ko
valovno ²tevilo prete£e prvo Brillouinovo cono. Podobno kot je v Chernovih izola-
torjih Chernovo ²tevilo povezano s Hallovo (specifi£no) prevodnostjo oz. s ²tevilom
vej prevodnih robnih stanj, je v modelu SSH v osnovnem stanju ²tevilo robnih stanj
na posameznem koncu verige enako ovojnemu ²tevilu.
Zna£ilnosti topolo²kih sistemov v osnovnem stanju so dobro raziskane, manj
pa je znanega o topolo²kih lastnostih sistemov izven ravnovesja. V tem delu smo
preu£evali vpliv po£asnih deformacij parametrov hamiltonjana na sistem, ki je na
za£etku v osnovnem stanju modela SSH. V literaturi so tako trenutne preklope kot
tudi po£asne deformacije med topolo²ko razli£nimi reºimi obravnavali na primeru
Chernovih izolatorjev in ugotovili, da se Hallova (specifi£na) prevodnost spremeni,
kljub temu da se topolo²ka invarianta ohranja. Poleg tega so prenagljeno zapisali,
da se topolo²ka invarianta pri £asovnem razvoju ohranja, £e je Blochov hamiltonjan
gladek v prvi Brillouinovi coni [14].
V modelu SSH pri preklopu parametrov med topolo²ko razli£nimi reºimi to-
polo²ka invarianta sploh ni ve£ dobro definirana. Ovojno ²tevilo je namre£ dobro
definirano le v osnovnem stanju, ko pri£akovana vrednost psevdospina pri vseh vre-
dnostih valovnega ²tevila leºi v ravnini xy. Poljuben preklop parametrov preko
kriti£ne to£ke pa povzro£i dvig psevdospinov iz ravnine. Zato smo definirali posplo-
²itev ovojnega ²tevila kot ovojno ²tevilo okrog osi z. Osrednji rezultat tega dela je,
da za£ne posplo²itev ovojnega ²tevila po prehodu kriti£ne to£ke skakati okrog ovoj-
nega ²tevila valen£nega pasu pri trenutnih vrednostih parametrov. To pojasnimo
s precesijo pri£akovane vrednosti psevdospinov v psevdo-magnetnem polju. Robna
stanja so po koncu deformacije iz trivialnega v topolo²ki reºim zasedena, stanje pro-
pagiranega sistema pa je tem bolj podobno osnovnemu stanju, £im po£asnej²a je
deformacija. V odvisnosti od hitrosti deformacije lo£imo dva reºima: £e je (pri iz-
brani velikosti sistema) deformacija dovolj po£asna, sistem ostane v osnovnem stanju
trenutnega hamiltonjana, v nasprotnem primeru pa pride do prehodov v nezasedena
enodel£na stanja. Opazovali smo tudi £asovno odvisnost naslednjih koli£in: energije,
prekrivanja stanja propagiranega sistema z osnovnim stanjem, matri£nih elementov
reducirane gostotne matrike v podprostoru dvodel£nih robnih stanj in sledi njenega
kvadrata.
V sistemu brez robov s periodi£nimi robnimi pogoji problem prevedemo na pre-
hod Landaua in Zenerja v dvonivojskem sistemu, ki dobro napove frekvenco skaka-
nja ovojnega ²tevila po koncu deformacije in pojasni oscilacije v £asovni odvisnosti
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energije propagiranega sistema. V omejenem sistemu je problem analogen prehodu
Landaua in Zenerja za primer kriºanja ve£ diabatskih nivojev, ki ga z zmanj²anjem
Hilbertovega prostora prevedemo na prehod Landaua in Zenerja med dvema sta-
njema. Ta napove skaliranje karakteristi£nega £asa s kvadratom velikosti sistema,
kar se sklada z numeri£nimi rezultati: karakteristi£no trajanje deformacije iz trivi-
alnega v topolo²ki reºim, pri katerem odstopanje absolutne vrednosti prekrivanja
propagiranega sistema z osnovnim stanjem pri kon£nih vrednostih parametrov od
1 pade na e−1 oz. sled kvadrata reducirane gostotne matrike v podprostoru dvo-
del£nih robnih stanj doseºe aritmeti£no sredino med najmanj²o in najve£jo moºno
vrednostjo, namre£ skalira pribliºno s kvadratom dolºine verige.
Zanimivo bi bilo preveriti, ali je tudi v drugih sistemih, kjer se topolo²ka inva-
rianta ne ohranja, smiselno opazovati njeno £asovno povpre£je. Prav tako bi bilo
koristno vedeti, ali so robna stanja pri preklopu iz trivialnega v topolo²ki reºim ve-
dno zasedena, kot bi lahko pri£akovali na podlagi rezultatov, predstavljenih v tem
delu.
Topolo²ke zna£ilnosti enodimenzionalnih sistemov med unitarnim razvojem so
obravnavale tudi vzporedne neodvisne raziskave. V £lanku [24] iz leta 2018 so poka-
zali, da simetrije, ki jim zado²£ata za£etno stanje in hamiltonjan ob vseh £asih, niso
nujno prisotne tudi v propagirani valovni funkciji. Zato se topolo²ka invarianta pri
deformaciji parametrov med topolo²ko razli£nimi reºimi lahko spremeni. To magi-
strsko delo je konkreten primer neohranjanja topolo²ke invariante: v modelu SSH je
definicija ovojnega ²tevila namre£ vezana na kiralno simetrijo stanja, ki je £asovni
razvoj v splo²nem ne ohranja. Klasifikacija topolo²kih izolatorjev izven ravnovesja
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Dodatek A Izpeljava elementov reducirane gosto-
tne matrike Slaterjeve determinante v
²tirirazseºnem podprostoru
S c†i za i = 1 . . . 2N ozna£imo kreacijske operatorje v lastna stanja |ψos.i ⟩ hamil-
tonjana (npr. pri kon£nih vrednostih parametrov), z d†i pa kreacijske operatorje v
propagirana enodel£na stanja |ψprop.i ⟩. Recimo, da nas zanima reducirana gosto-
tna matrika ρˆ2 propagirane Slaterjeve determinante |ψprop.⟩ = d†1 . . . d†N |0⟩ v ²ti-
rirazseºnem podprostoru dvodel£nih stanj |00⟩, |01⟩ = c†N+1 |00⟩, |10⟩ = c†N |00⟩
in |11⟩ = c†Nc†N+1 |00⟩. Formalno jo izra£unamo tako, da se²tejemo njeno sled po
22N−2-razseºnem podprostoru, v katerem je lahko N , N − 1 ali N − 2 delcev:




⟨0|ciN . . . ci1d†1 . . . d†N |0⟩ ⟨0|dN . . . d1c†i1 . . . c†iN |0⟩
+
∑
N − 1 c-jev
⟨0|ciN−1 . . . ci1d†1 . . . d†N |0⟩ ⟨0|dN . . . d1c†i1 . . . c†iN−1|0⟩
+
∑
N − 2 c-jev
⟨0|ciN−2 . . . ci1d†1 . . . d†N |0⟩ ⟨0|dN . . . d1c†i1 . . . c†iN−2|0⟩ ,
(A.1)
pri £emer ij /∈ {N,N + 1} in ik>j > ij. Prva vsota zajame vse moºne konfiguracije
N delcev v 22N−2-razseºnem podprostoru in predstavlja matri£ni element ⟨00|ρˆ2|00⟩,
zadnja pa vse moºne konfiguracije N − 2 delcev v 22N−2-razseºnem podprostoru in
predstavlja matri£ni element ⟨11|ρˆ2|11⟩. Druga vsota zajame vse moºne konfigura-
cije N −1 delcev v 22N−2-razseºnem podprostoru, pri £emer je preostali delec bodisi
v stanju |ψos.N ⟩ bodisi v stanju |ψos.N+1⟩. V tej vsoti se skrivajo matri£ni elementi
⟨01|ρˆ2|01⟩, ⟨01|ρˆ2|10⟩, ⟨10|ρˆ2|01⟩ in ⟨10|ρˆ2|10⟩. Vsi ostali matri£ni elementi so enaki
ni£.
Razvozlajmo najprej prvi faktor £lena prve vsote iz (A.1). Kreacijske operatorje
v propagirana enodel£na stanja razvijemo po kreacijskih operatorjih v lastna stanja
hamiltonjana in zapi²emo
⟨0|ciN . . . ci1d†1 . . . d†N |0⟩ = ⟨0|ciN . . . ci1(
⟨ψos.1 |ψprop.1 ⟩ c†1 + . . .+ ⟨ψos.2N |ψprop.1 ⟩ c†2N
)
...(





⟨ψos.i1 |ψprop.1 ⟩ ⟨ψos.i1 |ψprop.2 ⟩ . . . ⟨ψos.i1 |ψprop.N ⟩
⟨ψos.i2 |ψprop.1 ⟩ ⟨ψos.i2 |ψprop.2 ⟩
...
... . . .
⟨ψos.iN |ψprop.1 ⟩ . . . ⟨ψos.iN |ψprop.N ⟩
⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐ .
(A.2)
Matri£ni element ⟨00|ρˆ2|00⟩ je torej enak vsoti kvadratov absolutnih vrednosti de-
terminant vseh matrik skalarnih produktov zasedenih propagiranih enodel£nih stanj
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z N lastnimi stanji hamiltonjana, med katerimi ni stanj |ψos.N ⟩ in |ψos.N+1⟩. Razpi²imo
zdaj pri£akovano ²tevilo delcev v stanju |ψos.N ⟩:
⟨ψ|c†NcN |ψ⟩ = ⟨0|dN . . . d1c†NcNd†1 . . . d†N |0⟩
= ⟨0| (⟨ψos.2N |ψprop.N ⟩∗ c2N + . . .+ ⟨ψos.1 |ψprop.N ⟩∗ c1)
...(⟨ψos.2N |ψprop.1 ⟩∗ c2N + . . .+ ⟨ψos.1 |ψprop.1 ⟩∗ c1)
c†NcN(
⟨ψos.1 |ψprop.1 ⟩ c†1 + . . .+ ⟨ψos.2N |ψprop.1 ⟩ c†2N
)
...(




Pri£akovano ²tevilo delcev v stanju |ψos.N ⟩ je torej enako vsoti kvadratov absolu-
tnih vrednosti determinant vseh matrik skalarnih produktov zasedenih propagiranih
enodel£nih stanj z N lastnimi stanji hamiltonjana, med katerimi je stanje |ψos.N ⟩. Iz
primerjave rezultatov (A.2) in (A.3) sledi
⟨00|ρˆ2|00⟩ = 1− ⟨nˆN⟩ − ⟨nˆN+1⟩+ ⟨nˆN nˆN+1⟩
= ⟨(1− nˆN) (1− nˆN+1)⟩ ter s podobnim razmislekom ²e
⟨01|ρˆ2|01⟩ = ⟨(1− nˆN) nˆN+1⟩ ,
⟨01|ρˆ2|10⟩ = ⟨c†NcN+1⟩ ,
⟨10|ρˆ2|10⟩ = ⟨nˆN (1− nˆN+1)⟩ in
⟨11|ρˆ2|11⟩ = ⟨nˆN nˆN+1⟩ ,
pri £emer smo ozna£ili nˆi = c
†
ici, pri£akovane vrednosti pa ra£unamo v propagirani
Slaterjevi determinanti |ψprop.⟩. lene oblike ⟨c†icj⟩ izra£unamo po ena£bi (4.3),
⟨nˆN nˆN+1⟩ pa razpi²emo kot
⟨nˆN nˆN+1⟩ = ⟨ψprop.|c†NcNc†N+1cN+1|ψprop.⟩
= ⟨0|dN . . . d1(
⟨ψprop.1 |ψos.N ⟩ d†1 + . . .+ ⟨ψprop.2N |ψos.N ⟩ d†2N
)
(⟨ψprop.1 |ψos.N ⟩∗ d1 + . . .+ ⟨ψprop.2N |ψos.N ⟩∗ d2N)(
⟨ψprop.1 |ψos.N+1⟩ d†1 + . . .+ ⟨ψprop.2N |ψos.N+1⟩ d†2N
)
(⟨ψprop.1 |ψos.N+1⟩∗ d1 + . . .+ ⟨ψprop.2N |ψos.N+1⟩∗ d2N)




V izrazu (A.4) bodo preºiveli £leni oblike ⟨d†idid†jdj⟩ (za vse pare i, j) in ⟨d†idjd†jdi⟩
(za i ̸= j): prvi se se²tejejo v ⟨c†NcN⟩ ⟨c†N+1cN+1⟩, zadnji pa v −⟨c†NcN+1⟩ ⟨c†NcN+1⟩.
Rezultat
⟨nˆN nˆN+1⟩ = ⟨nˆN⟩ ⟨nˆN+1⟩ − ⟨c†NcN+1⟩ ⟨c†NcN+1⟩
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bi v resnici lahko hitreje izpeljali z uporabo Wickovega izreka.
Izkaºe se, da sta20 izvendiagonalna elementa reducirane gostotne matrike v na-
²em primeru enaka ni£, ⟨c†NcN+1⟩ = ⟨c†N+1cN⟩ = 0. Skalarni produkt posameznega
propagiranega enodel£nega stanja z robnim stanjem kon£nega hamiltonjana je za-
radi simetrije potenciala glede na sredino verige21 in kiralne simetrije22 neni£eln
kve£jemu za eno izmed obeh robnih stanj.
Dodatek B Numeri£ne opombe
Pri ra£unanju lastnih stanj hamiltonjana SSH (2.2), ki jih potrebujemo za izvredno-
tenje prekrivanja Slaterjevih determinant in elementov reducirane gostotne matrike,
pri dovolj velikih sistemih naletimo na teºave: ra£unalnik robni stanji vidi kot de-
generirani. Slika 35 prikazuje izra£unana robna stanja pri vrednostih parametrov
(v, w) = (0′25, 1) za dolºino verige N = 20 in 100 osnovnih celic (lastne vektorje













































Slika 35: Izra£unana robna stanja pri vrednostih parametrov (v, w) = (0′25, 1) za
dolºino verige N = 20 in 100 osnovnih celic.
20Za nedegenerirani robni stanji ºe sama po sebi, za degenerirani robni stanji pa ob primerni
izbiri baze.
21Nedegenerirana lastna stanja hamiltonjana so zato tudi lastna stanja operatorja parnosti, torej
soda oz. liha (glede na sredino verige).
22V paru stanj z energijama E ̸= 0 in −E imata stanji razli£no parnost.
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Za dolºino verige N = 20 sta izra£unani robni stanji pravi robni stanji: £e
poznamo enega, lahko drugega dobimo tako, da na prvega delujemo z operatorjem
kiralne simetrije. Za dolºino verige N = 100 pa ra£unalnik za nizkoenergijski stanji
vrne stanji, lokalizirani vsako na svojem koncu verige: pravi robni stanji dobimo z
njuno liho oz. s sodo superpozicijo (izkaºe se, da je za sodo ²tevilo osnovnih celic
robno stanje z negativno energijo sodo in robno stanje s pozitivno energijo liho
glede na sredino verige, za liho ²tevilo osnovnih celic pa ravno obratno). Ali je
ra£unalnik izra£unal pravi robni stanji ali ne, ugotovimo npr. tako, da izra£unamo
njuno prekrivanje na eni izmed podmreº: to za pravi robni stanji po absolutni
vrednosti zna²a 1/2 (za robni stanji, lokalizirani vsako na svojem koncu verige, pa
je eksponentno majhno v dolºini verige).
Pri izra£unu elementov reducirane gostotne matrike se lahko znajdemo tudi dru-
ga£e. Ker je hamiltonjan (2.2) simetri£en glede na sredino verige, so lastna stanja,
ki pripadajo nedegeneriranim lastnim energijam, bodisi liha bodisi soda glede na
sredino verige. e je npr. |ψ⟩ sodo lastno stanje z energijo E ̸= 0, je zaradi kiralne
simetrije stanje Γˆ |ψ⟩ liho. Hamiltonjan v vsakem trenutku komutira z operatorjem
parnosti, zato so stanja, ki so bila na za£etku soda, soda tudi ob kasnej²ih £asih
in tista, ki so bila na za£etku liha, ostanejo liha. Posledi£no je skalarni produkt
posameznega propagiranega enodel£nega stanja z robnim stanjem kon£nega hamil-




je v skladu z rezultatom (4.3) v bazi pravih robnih stanj diagonalna. Pravi vrednosti
nN in nN+1 tako dobimo z njeno diagonalizacijo.
Dodatek C Formalizem Landaua in Zenerja v ome-
jenem sistemu
e matriko (2.3) iz baze {|1, A⟩ , |1, B⟩ . . . |N,A⟩ , |N,B⟩} prepi²emo v bazo {|1, b⟩ . . .
|N, b⟩ , |1, a⟩ . . . |N, a⟩}, kjer sta |j, b⟩ oz. |j, a⟩ soda oz. liha superpozicija stanj |j, A⟩
in |j, B⟩, |j, b⟩ = (|j, A⟩+ |j, B⟩)/√2 in |j, a⟩ = (|j, A⟩− |j, B⟩)/√2, dobimo matriko
Hˆ =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
v 1/2 0 1/2
1/2 v 1/2 −1/2 0 1/2
1/2 v 1/2 −1/2 0 1/2
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 −1/2 −v −1/2
1/2 0 −1/2 −1/2 −v −1/2
1/2 0 −1/2 −1/2 −v −1/2
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (C.1)















z lastnimi energijami ϵn = v+cos[nπ/(N+1)] za n = 1 . . . N . V formalizmu Landaua
in Zenerja ta stanja predstavljajo diabatske nivoje, prikazane na sliki 36. Diabatski
nivoji se kriºajo v topolo²ki fazi, kar se sklada z opaºenjem, da se med po£asno
























Slika 36: Adiabatski nivoji  spekter hamiltonjana in diabatski nivoji  spekter
diagonalnih blokov matrike (C.1).
Za matri£ne elemente v izvendiagonalnih blokih dobimo
⟨n, b|Hˆ|m, a⟩ =
{


























V podprostoru ²tirih stanj z najniºjo energijo, |N − 1, a⟩, |N, a⟩, |N, b⟩ in |N − 1, b⟩,
matrika (C.1) razpade na dva bloka,








ki imata (ko upo²tevamo linearno £asovno odvisnost parametra v med deformacijo)
obliko hamiltonjana Landaua in Zenerja. Ozna£ili smo ∆ = ⟨N, a|Hˆ|N − 1, b⟩ ∝
1/(N + 1). Verjetnost Landaua in Zenerja za prehod med ustrezajo£ima adiabat-







oz. v termodinamski limiti limN→∞ P = exp(−konst. · T/N2). Rezultat se sklada z
opaºenim skaliranjem karakteristi£nega £asa.
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